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Prefácio 


Este livro de problemas destina-se a servir de complemento aos 
cursos de geometria analítica ministrados normalmente no ciclo co- 
legial e nas escolas superiores. Seguimos de perto a ordem adotada 
na maioria dos compêndios dessa matéria. Incluímos um total de 
345 problemas típicos cuidadosamente resolvidos e 910 problemas 
propostos a título de exercício. Foram dispostos de modo a apresentar 
o desenvolvimento natural de cada assunto. Convicto de que a geo- 
metria analítica é fundamentalmente um curso de resolução de pro- 
blemas e de que uma das principais causas de trabalho estéril em 
qualquer curso de matemática são as tentativas desordenadas de 
resolver problemas, acreditamos que êste livro, devidamente utilizado, 
será muito proveitoso. Pretendemos também servir aos estudantes 
que necessitem de uma revisão da teoria fundamental e exercícios 
de geometria analítica. 


A utilização adequada desta obra exige clara compreensão do 
que ela realmente é e do que não pretende ser. Decididamente não 
se trata de um compêndio convencional e não se deve tentar utili- 
zá-lo como meio de evitar o estudo cuidadoso do texto normal. Cada 
capítulo contém um resumo das definições necessárias, princípios e 


problemas propostos. 


Não se consegue salientar suficientemente que matemática só 
se aprende fazendo matemática, resolvendo problemas. A leitura su- 
perficial de um compêndio, a memorização das fórmulas que pare- 
çam mais convenientes e o estudo eventual dos problemas resolvidos 


dêste livro não proporcionarão mais que uma satisfação ilusória; na 
verdade, adquirir-se-á pouco mais que uma vaga noção da matéria. 
Para tornar eficiente a utilização dêste trabalho devem-se reprodu- 
zir as soluções no papel, fazendo pausas para perceber a razão e 
o método de cada passagem. Há sempre algo a aprender em cada 
problema resolvido; e quando tal se consegue, os problemas pro- 
postos, em sua maioria, bem como os do livro adotado, devem oferecer 
dificuldades muito pequenas. 


J. H. K. 


Cincinnati, Ohio. 
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CAPÍTULO 1 
COORDENADAS RETANGULARES 


Coordenadas retangulares. Em cursos preliminares de ÁlI- 
gebra e Trigonometria já fizemos o uso 
de coordenadas cartesianas (*) retangu- Y 
lares ou ortogonais. Nesse sistema, O 
plano é dividido em quadrantes por QuadranteJ Quadrantel 
duas retas perpendiculares, que se cor- (=,+) (+,+) 
tam em um ponto O (Fig. 1). A reta 
horizontal X'OX chama-se eixo dos 4; 
a reta vertical Y'OY, eixo dos y; am- Quadrantell | Quadrante 
bas, em conjunto, recebem o nome de =) (+,-) 
eixos coordenados. O ponto O é a origem. 





À distância a um ponto, medida a 
partir do eixo dos y, chama-se coordena- 
da x ou abscissa dêsse ponto. A distân- 
cia medida a partir do eixo dos x chama-se coordenada y ou orde- 
nada do ponto. As duas distâncias, consideradas em conjunto, deno- 
minam-se coordenadas do ponto e são representadas pela notação 
(x,y). As abscissas são positivas, quando medidas para a direita do 
eixo dos y; negativas, quando medidas para a esquerda. As ordenadas 
são positivas, quando medidas para cima do eixo dos x; negativas, 
quando medidas para baixo. 


Y 
Fig. 1 


Quando um conjunto de pontos, cujas coordenadas são conhe- 
cidas, deve ser representado em um gráfico, escolhe-se uma escala 
conveniente e marca-se esta sôbre os eixos coordenados. Os pontos 
podem então ser fâcilmente marcados. 


(*) De Renatus Cartesius, forma latinizada do nome de René Descartes, criador da Geo- 
metria Analítica. (N.do T.) 
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Distância entre dois pontos. Verifica-se prontamente, na 
Y 


Fig. 2, que a distância d entre dois pon- 
tos P, (x1,Y1) e Po (x2,y>) é expressa por 


d= Ve a + Qu. 


Assim, a distância entre os pontos 
(4,—- ND) e (7,3) é 


d=(7—4)+(3+ 1)? = 5unidades. 


Divisão de um segmento numa 
visão é o que divide um segmento reti- 
líneo segundo uma razão dada. Conside- 
remos Pi; (x, y1) e Ps (%2, y2), dois pon- 
tos de uma reta, orientada de P; para P, 
(Fig. 3). Seja P (x,y) um terceiro ponto, 
é P =: 
PP, " 
Como P, Pe P P,são lidos no mesmo 
sentido sôbre a reta, a razão é positiva. 
Se o ponto de divisão estivesse no pro- 
longamento do segmento, em qualquer 
dos dois sentidos, a razão r seria nega- 





que divide a reta na razão 





Fig. 2 
razão dada. Ponto de di- 





Fig. 3 


tiva, porque P;P e PP, teriam sentidos opostos. 


Dos triângulos semelhantes, tiramos 


Resolvendo em relação a x, vem 


e vitro 
l+-r 
Anãlogamente, obtemos 
aja PAD 
l+r 


Se P (x,y) fôr o ponto médio do segmento P; P., teremos 


COORDENADAS RETANGULARES 13 


Z+L vi + 
ig =, p=. 


Inclinação e coeficiente angular de uma reta. A inclinação 
de uma reta L (não paralela 
ao eixo dos x) é definida pelo 
menor ângulo positivo que Playa) 
ela forma com o eixo dos x, 
medido de X'X para L no 
sentido contrário ao dos pon- 
teiros de um relógio. A me- 
nos que se convencione Oo 
contrário, o sentido positivo 
de L será considerado para 
cima. Se L fôr paralela ao 
eixo dos x, sua inclinação será 
Zero. 


Y 





Fig. 4 


Coeficiente angular ou declividade de uma reta é a tangente trigo- 
nométrica de sua inclinação. Assim, na expressão m=tg0, mé o 
coeficiente angular e O a inclinação. 


O coeficiente angular de uma reta que passa por dois pontos 
P, (x, Y1) e P,» (xa, Yy2) é 


Yo— Yi 


=tg0 = - 
Ro 8 To— Z1 


, 


não importando os quadrantes em que P, e P, estejam situados. 


Retas paralelas e perpendiculares. Os coeficientes angula- 
res de duas retas paralelas são iguais. 


Quando duas retas L, e L, são perpendiculares, seus coeficientes 
angulares são recíprocos e de sinais contrários. Assim, se m; fôr O 
coeficiente angular de L; e ms fôr o coeficiente angular de L., teremos 
mi =— 1/m, ou mm, = -—1. 


Ângulo de duas retas. O ângulo a (Fig. 5), medido no sentido 
positivo (contrário ao dos ponteiros do relógio), desde a reta L,, de 


14 GEOMETRIA ANALÍTICA 


coeficiente angular m, até a reta Ls», de coeficiente angular m,, de- 
duz-se da expressão 


m,—m 


CO Tmami 
DEMONSTRAÇÃO: 
00 =a+0 ou 
a = 0, — 01. 


tga = tg (0, — 01) = 





— t802 — tg mom 

1 + tg0.tg0; l+-mm Fig. 5 
Área de um polígono, dados os vértices. Sejam P) (x1, 41), 
y 





Po» (xo, yo) e Pa(x3, y3) OS vértices 
de um triângulo. 


Sua área, em função das coor- 
denadas dos vértices, pode ser cal- 
culada pela fórmula: 





“B(x, sy) 


Á = E(xiyat ro ya + vm — Tay — ToY — Zi Y3). 


DEMONSTRAÇÃO. De acôrdo com a Fig. 6, podemos escrever: 
área do triângulo = área do trapézio M,P,;P,M; + área do trapézio 
M;P;P.,M. — área do trapézio M,iP,PM,. Então, temos 


A =I(y+ya)(xs— x) + 3 (ys + 90) (72 — 23) — 
—3 (Wy + y2) (xo — 23) = 


=I(tiyatTy+HYy— Lys— Lay — Va Y9). 


À fórmula acima pode assumir a forma de um determinante: 
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vi YU 1 
Á = 4 To Ya 1 
Ts Us 1 
Outra maneira cômoda de calcular a área de um triangulo, parti- 


cularmente útil na determinação das áreas de polígonos de mais de 
três lados, consiste em dispor em duas colunas as abscissas e orde- 


nadas dos vértices. 


A=I(tiy tz y+ xy dt as 


+++ 


— Zi y3 — Vaya — Ta Yi). 4 


Note-se que a primeira linha do quadro foi repetida. 


PROBLEMAS RESOLVIDOS 


Distância entre dois pontos. 

1. Calcular a distância entre: (a) (— 2,3) e (5, 1); (b) (6, — De (— 4, — 3). 

SOLUÇÃO. 
ad=V(m-n+Wm-ni=V6+H2+HA-3L=v49 4 4=453 
b)d=Vm-m+n-nt=v(-4-6)+(-3+1)=v104=2 26 


Y 





C(-8,-2) 


Fig. 8 





2. Provar que os pontos 4 (3, 8), B(— 11,3), C(— 8, — 2) são vértices de 
um triângulo isósceles. 
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SOLUÇÃO. 


AB=V(G+I1"+(8-32 = vV2l 
BC=V(-U+8)+Q+2)= v34 
AC=VB+8L+AS+9 = V221 


Como AB = AC, o triângulo é isósceles. 
Sd. (a) Provar que os pontos 4 (7,5), B(2,3) e C(6, — 7) são vértices de 
um triângulo retângulo. 


(b) Calcular a área dêsse triângulo. 


SOLUÇÃO. 
a AB=V(7-22+(5-3))=V29 BC=V2-6)+(3+7)= V116 
AC=V(-6+(5+7) = 145 


Como AB? + BCº = AC? ou 29 + 116 = 145, ABC é um triângulo retân- 
gulo. 


b) Área =4A4B.BC 1 29 N/116 = 29 unidades de área. 
2 





A(TS5) 
B(2,3) 
— : 
X 
C (7- 1) 
C(6=7) 
Fig. 9 Fig. 10 Fig. 11 


4. Provar que os seguintes pontos estão em linha reta: 
A(—-3,— 2) B(5,2) C(9,4). 
SOLUÇÃO. 
AB=V6+3)+0+2)=4/5 BC=V0O-5+(4-27) a 
=2/5 4C=V0+3)+(44+2)=645. 
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Como AB +BC=AC ou 4V54+245 =6V5 os pontos dados 
estão em linha reta. 


5. Determinar o ponto eqlidistante de 4 (1,7), B(8,6) e C(7, — 1). 
SoLUçÃão. Seja P (x,y) o ponto procurado. Então, temos PA = PB = PC. 
Como PA =PB, V(z-1)+(y-7=vV(z-8!+(y-6). 
Elevando ao quadrado e simplificando, esta equação se reduz a 

72-y—-25=0. (1) 
Como PA =PC, Vg-Ii+y-7)=V(g-7+(y+ 
Elevando ao quadrado e simplificando, esta equação se reduz a 

372 —4y=0. (2) 


Resolvendo (1) e (2) simultâneamente, obtemos 7 =4, y=3. 


Portanto, o ponto procurado é (4, 3). 


Ponto que divide um segmento numa razão dada. 


6. Determinar as coordenadas do ponto P (x,y), que divide o segmento 
P,(1,7), Po(6, — 3) na razão r = 2/3. 


SoLução. Como a razão é positiva, P;P 
e PP, devem ter o mesmo sentido e P (x, y) 
deve pertencer ao segmento P, Ps (divisão in- 
terna). 


.PP 2 


"CPP 3 


2 
mtrm 1+58 nt 


“Co +r 1+5 e Hs 





O ponto pedido é (3, 3). 


7. Determinar as coordenadas do ponto P (x,y), que divide externamente 
o segmento que liga P, (— 2, 1) e P3(3, — 4) na razão r = — 8/3. 


SoLução. Como a razão é negativa, P;P e PP, têm sentidos opostos e 
P(%,y) deve ser exterior ao segmento Pi,P» (divisão externa). 


P,P 8 


PP, a 


r = 
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8 
as mntrm 2H ads 
l+ro  a+(- 5) 


mn + rys AH 
CO T&r 1+(—5) 


- 7 





Fig. 13 Fig. 14 Fig. 15 


8. Uma circunferência, com centro em P: (— 4,1), tem a extremidade de 
um diâmetro em P3 (2,6). Determinar as coordenadas P (x,y) da outra extre- 
midade. 


SOLUÇÃO. 


P,P 2 


PPs l 


p= 





Como PiP e PP, são lidos em sentidos opostos sôbre a reta, a razão r é nega- 
tiva. 


1 
a aids, TONS ÇÃO ami 


Ee 1+(—5) 


1 
mm +rya 1+(-7)6 


= =—4 
ad 1+(-5) 


y = 


9. Determinar as coordenadas dos pontos de trisseção, P1 (71, y1) e Ps (xs, y3), 
do segmento retilíneo que une 4 (3, — 1) a B (9, 7). 
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SOLUÇÃO. 
Determinação de P1 (z1,11): 


1 
AP, 1 3+5X9 
ne —, ítem w 5, 
P,B 2 1+5 
1 
vi = A 
1+5 3 


Determinação de Ps (xa, y3): 


-3+2X9,.» 
1+2 
==1+2X7, 18 


va 1+2 3: 


2 
DR LO 


, 


10. O ponto B (— 4, 1) está situado 
a 3/5 da distância que vai de A (2, — 2) C(x,y) 
aC (x, y). Determinar as coordenadas 
de C (Fig. 16). 





SOLUÇÃO. 
AB 3 AC 5 
c"a "ca 
C Fig. 16 


Como AC e C'B são lidos em sentidos opostos, a rasão r é negativa. 


a4(-Ey(- 
HDD O, 


1+(-5) 


Estilo 
1+(= 5) 


11. As medianas de um triângulo concorrem num ponto P (x, y), que se 
encontra a 2/3 da distância que vai de um vértice qualquer ao ponto médio do 
lado oposto. fisse ponto é o centro de gravidade do triângulo. Determinar 
as coordenadas de P (x,y) dados os vértices 4 (x,y), B (xa, 42), C (xs, y3). 
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SOLUÇÃO. 


Consideremos a mediana APD, sendo D o ponto médio de BC (Fig. 17). 


As coordenadas de D são us ; te É 






AP 2 
A razão Da é dada. Y AX sy) 


Então, pedro a: 
PD 1 


Ee ( RE ) CiXsya) 
2 


dé — HM + Ta + ma 
142 3 
n+2(uti) 
1+4+2 3 


O ponto procurado é 
B(xX Yo) 


= (m + v2 + 23), = (mn + ye + y3). 
Fig. 17 


Obtém-se o mesmo resultado com a mediana BPE ou CPF, pôsto que 









(-11,10) 


11,4) 


AN BN 
X 
(-8.-4) E) Ms 
(14,-7) 


Fig. 18 


12. Determinar a declividade m e a inclinação 6 das retas que passam pelos 
seguintes pares de pontos: 
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a) (—8, —4), (5, 9). c) (—ll, 4), (—11, 10). 
b) (10, —8), (14, =). d) (8, 6), (14, 6). 
SOLUÇÃO. 
m = tg 0 = y2—- um 
zo — 7x 
9+4 
O —— = == tur =s o 
a) m Es 1 0 = arctg 1 45 
—7+3 
b = -——— - 1 = arctg (—1) = 135º 
) m O O = arcty (—1) 35 
c) m= Md 206 0 = arctg & = 90º 
—WN+4+1 0 
d) m = COD a 0 = arctg O = 0º. 
14 — 8 6 


13. Provar que os pontos 4 (— 3, 4), B(3,2) e € (6, 1) pertencem à mesma 
reta. 


SOLUÇÃO. 





Coeficiente angular de AB = CE a e, 
3+3 3 


Eds 1—4 1 
Coef te angular de AC = = -—. 
iciente ang e 853 3 





Como o coeficiente angular de AB é igual ao de AC, os três pontos dados 
são colineares. 


14. Por meio de coeficientes angulares, provar que os pontos 4 (8, 6), B (4, 8) 
e C(2,4) são vértices de um triângulo retângulo. 








SOLUÇÃO. 
ed 8 — 6 E 
Coeficiente angular de AB = oa - 2 
Es 4-8 
Coeficiente angular de BC' = E 2. 


Como o coeficiente angular de AB é o inverso do coeficiente angular de BC, 
com o sinal contrário, êstes dois lados do triângulo são perpendiculares. 


Ângulo de duas retas. 


15. O ângulo das retas L; e L> mede 45º. Sabendo que o coeficiente an-. 
gular m; de L, vale 2/3, determinar a declividade ma de Lo. 


SoLução. (V. Fig. 19). 
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si ma — a 
tg 45º m mam? ou La —— E; 
1+ 3 
donde, ma = 5. 
Y 
L, 
Fig. 19 Fig. 20 


16. Calcular os ângulos internos do triângulo, cujos vértices são 4 (— 3, —2), 
B (2,5), € (4,2). 


SoLUÇÃO. (V. Fig. 20). 








ADA cp CEA 2 CA O q 
1. 4 
tg A = DPABT TCA ss a 29, A = 24043, 1 


1 + mA4aBMmCA 1+5X7 63 


mBC — MAB 5 2 = 690 13 6! 
tg B 1 +mBcmaB + (=) 1º Pres 608 18,0. 


tg C = MCA — MBC T=(-5) 29 


dao C = 86º3,3. 
Itmomeo 1+4(-2) 2. 


Verificação: A+B+C = 180º 


Área de um polígono, dados os vértices. 


17. Calcular a área do triângulo, cujos vértices são (2, 3), (5, 7), (— 3, 4). 
SoLução. (V. Fig. 21). 
2 


1 


2 


o da 1 O 
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= S[2X7+5X4+4(-9)3-2X4-(-3)7-5X3] 


= a (14 420 —-9 —- 8421 — 15) = 11,5 unidades de área. 





Fig. 21 


18. Calcular a área do pentágono, 
cujos vértices são (— 5, —2), (—- 2,5), 
(2, 7), (5, 1), (2, —4). 





SOLUÇÃO. Fig. 22. 
—5 —2 
— 2 5 
1 2 7 
A= 2 5a 
2 -—4 
—5 —2 


-SU-BD5+(-DT+2XI ADO DAZ BD (5) 4) — 
-“-2X1-5X7-2X5-(-29(- 92] 
1 

= (— 182) = — 66. 


Resposta: 66 unidades de área. Se os vértices forem tomados na ordem con- 
trária à dos ponteiros de um relógio (Fig. 22), a área será positiva; se tomados 
no sentido dos ponteiros, será negativa. 


PROBLEMAS PROPOSTOS 


1. Marcar em um gráfico os pontos, cujas coordenadas são: 
(2,3), (4,0), (-3,1), (V2, —1), (2,0), (-2, 43), (0,1), (—2, 48), 
(47,0), (0,0), (4,5; —2), (410, — 42), (0, 43), (2,3; —6). 
2. Construir o triângulo, cujos vértices são: 
(a) (0,0), (—1,5), (4, 2); 
6) (42,0), (4,5) (—3, 2); 
() 2+/2,-3, (V3,3) (-21+ 48). 
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3. Traçar o polígono, cujos vértices são: 
(a) (-3,2), (1,5), (5,3), (1, —2); 
(b) (—5, 0), (—s, —4), (3, —83), (7, 2), (1, 6). 
4. Calcular a distância entre os pontos de coordenadas: 
(a) (4, 1), (3, —2); (c) (0, 3), (—4, 1); (e) (2, —6), (2, —2); 
(b) (—-7,4), (1, -—11) (d) (—1,-5), (2,—3); (1) (3,1) (3, —1). 
Resp: a. V'10, b. 17, c 245, d. V13, e. 4, 4. 2410 
5. Calcular os perímetros dos triângulos, cujos vértices são: 
(a) (—2,5), (4,3), (7, —2); (co) (2, —5), (—3,4), (0, —3); 
(6) (0,4), (—4,1), (3, —3); (d) (—1, —2), (4,2), (—3, 5). 
Resp.: a. 23,56; b. 20,67; c. 20,74; d. 21,30. 
6. Provar que são isósceles os triângulos de vértices: 


(a) (2, —2), (—3, — 1), (1,6); (c) (2,4), (5,1), (6,5); 
(b) (—2, 2), (6,6), (2,—2 ); (d) (6,7 ), (—8, — 1), (—2, —7). 
7. Provar que as figuras de vértices dados são triângulos retângulos. De- 
terminar suas áreas. 
(a) (0, 9), (—4, 1); (3, 2); (c) (3, —2), (—2, 3), (0, 4); 
(b) (10, 5), (3, 2), (6, —5); (d) (—2, 8), (—6, 1), (0, 4).. 
Resp.: Áreas: a. 29, db. 29, c. 7,5, d. 15 unidades de área. 


8. Demonstrar que os seguintes pontos são vértices de um paralelogramo: 
(a) (—1, —2), (0,1) (—3,2), (—4, — 1); 
(b) (—1, — 5), (2, D), (1, 5), (—2, —1); 
(co) (2,4), (6, 2), (8,6), (4, 8). 
9. Determinar as coordenadas do ponto equidistante de: 
(a) (3, 3), (6, 2), (8, —2); (b) (4, 3), (2, 7), (—3, —8); 
(c) (2, 3), (4, —1), (5, 2). 
Resp.: a. (3, —2), db. (—5,1), c. (3, 1). 
10. Provar que os pontos dados estão em linha reta. Empregar a dis- 
tância entre dois pontos. 
(a) (0, 4), (3, —2), (—2, 8); (c) (1, 2), (—3, 10), (4, —4); 
(b) (—-2,3) (—6,1), (—10, —1);  (d) (1,3), (—2, —3), (3,7). 


11. Demonstrar que a soma dos quadrados das distâncias de um ponto qual- 
quer P (x,y) a dois vértices opostos de um retângulo qualquer é igual à soma 
dos quadrados de suas distâncias aos outros dois vértices. Tomar para vérti- 
ces (0, 0), (0, b), (a, b) e (a, 0). 


12. Determinar o ponto distante 10 unidades de (—3, 6), com abscissa igual 


a 3. 
Resp.: (3, —2), (3, 14). 


13. Determinar as coordenadas do ponto P (x,y) que divide o segmento 


P,P 
Pi (x, y1), Po (xo, 142) na razão PP; = r. 
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(o) Pr, 3) Play r= do (9) Pi(0,3), PA) ra — o 


(b) Pi, (5, 3), Pa(—-3, —-3), r = a (e) P,(—5, 2) Po (1, 4, ram — 5 


3 
9 3 
. (9) P, (2, —5), P, (6, 3), rm 4 


(c) P(—2, 3), P, (3, —2), 1 = 


a(o 5 3 .4 4 
Resp.: a. (25), b. (3.5), e. ( 7'7 


d. (-=,E lt e (0,7; f. 2, -+). 


14. Achar as coordenadas do centro de gravidade de cada um dos triângulos, 
cujos vértices são: 


(a) (5, 7), 0, —8), (—s5, 1); (c) (3, 6), (—5, 2), (7, —6); 
(b) (2, =), (6, 7), (—4, —8); (d) (7, 4), (3, —6), (—5, 2); 
(e) (8,1) (2,4), (6, —2). 


Resp.: a. (> 3). b: (51), is ag) 
a (Lo), e (5,1) 


15. O ponto (9, 2) divide o segmento P; (6, 8), Ps» (x2, y) na razão r = 3/7. 

Calcular as coordenadas de Ps. 
Resp.: (16, — 12). 

16. Determinar as coordenadas dos vértices de um triângulo sabendo que 

os pontos médios de seus lados são (—2,1), (5,2), e (2, —3). 
Resp.: (1, 6), (9, —2), (—5, —4). 

17. Determinar as coordenadas dos vértices de um triângulo, sabendo que 

os pontos médios de seus lados são (3,2), (— 1, —- 2e (5, — 4). 
Resp.: (—3,4), (9,0), (1, —8). 

18. Provar analiticamente que os segmentos que ligam os pontos médios dos 
jados adjacentes do quadrilátero A4(—3,2), B(5,4) C(7, —-6), D(—5, —4) 
formam um segundo quadrilátero, cujo perímetro é igual à soma das diagonais do 
primeiro. 

19. Provar que o segmento que liga os pontos médios de dois lados de cada 
triângulo do problema 14 é paralelo ao terceiro lado e igual à sua metade. 


20. Dado o quadrilátero 4 (—2,6), B(4,4), C(6, —6), D(2, —8), 

(a) Provar que o segmento que une os pontos médios de AD e BC corta o 
segmento que une os pontos médios de AB e CD. 

(b) Provar que os segmentos que unem os pontos médios de lados adja- 
centes do quadrilátero formam um paralelogramo. 

21. O segmento que une 4 (-2, —1) e B(3,3) é prolongado até C, sendo 

BC = 3 AB. Determinar as coordenadas de C. 

Resp.: (18,15). 
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22. Provar que o ponto médio da hipotenusa de um triângulo retângulo é 
equidistante dos vértices. 
Sugestão: Tomar o vértice do ângulo reto em (0, 0) e os outros em (a, 0) e (0, b). 
23. Em cada um dos triângulos isósceles do problema 6, provar que duas 
das medianas são iguais. 
24. Calcular as declividades das retas que passam pelos pontos: 
(a) (3,4, 1-2; (O) (60, (6V3; (O) 29,(-2,4); 
(db) (—5,3) (2, —3); (d) (1,3) (7, 1); (D) (3, —2), (3, 5). 
Resp.: a 3, b. — e c o dd — a e. 0, fi o 
7 3 
25. Calcular as inclinações das retas que passam pelos pontos: | 
(a) (4e(L,3); (O) Be(,4; (6) (V32)0 (0,1); 
6) (2 V3)e(1,0); (d) (3-De (35; U) (B4)e (2,4). 


Resp.: a. O =arctg 1 = 45º. d. O =arctg o = 90º, 
bd. Om=martg 3 = 60º. e. O =arctg 1/43 = 30º. 
c. O =arctg (—1) = 135º j. 0 =aretg O = 0º. 


26. Dos conjuntos de pontos abaixo, quais estão em linha reta? Em- 
pregar coeficientes angulares. 
(a) (2, 3), (—4, 7) e (5, 8). (d) (0, 5), (5, 0) e (6, —1). 
(b) (4,1), (6, — 2) e (6, — 5). (e) (a,0), (2a, —b) e (—a, 2b). 
(c) (—1, —4), (2, 5) e (7, o 2). 6) (—2, D), (3, 2) e (6, 3). 
Resp.: a. Não, b. Sim, c. Não, d. Sim, e. Sim, Jj. Não. 


27. Demonstrar que (1, —2) pertence à reta que une os pontos (—5, 1) e 
(7, —5) e é equidistante dêles. 


28. Pelo emprêgo dos coeficientes angulares, provar que os seguintes con- 
juntos de pontos são vértices de um triângulo retângulo: 
(a) (6,5), (1,3) e (6, —7); (c) (2,4), (4,8) e (6, 2); 
(b) (3, 2), (5, —4) e (6, —2); (d) (3, 4), (—2, —1) e (4, 1). 
29. Calcular os ângulos internos do triângulo, cujos vértices são: 
(a) (3,2), (5, —4) e (1, —2). Resp.: 45º, 45º, 90º, 
(6) (4,2), (0,1) e (6, —1). Resp.: 109º 39,2”, 32º 28,3, 37º 52,5". 
(co) (-3, —-1), (4,4) e (-—2, 3). Resp.: 113º 29,9", 40º 25,6", 26º 4,5. 


30. Pela determinação dos ângulos internos, provar que os seguintes tri- 
ângulos são isósceles. Verificar pela determinação dos comprimentos dos lados, 
(a) (2,4) (5,1) e (6,5) Resp.: 592,2", 61º 55,6, 59º 2,2. 
(b) (8,2), (3,8) e (—-2,2) Resp.: 50º 11,7”, 79º 36,6", 50º 11,7”. 
(o) (3,2) (5, —-4) e (1, —2) Resp.: 45º, 45º, 90º. 
(d) (1,5), (5, —1) e (9,6). Resp: 63º26, 63º26, 5308". 


31. A declividade de uma reta que passa por 4 (3,2) é 3/4. Localizar dois 
pontos dessa reta, situados a 5 unidades de A. 


Resp: (7,5) (—1, —1). 
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32. O ângulo formado pela reta que passa por (—4,5) e (3,4) com a que 
passa por (— 2,4) e (9,1) mede 135º. Calcular o valor de y. Resp.: y = 09. 
33. A reta Lo faz um ângulo de 60º com a reta L,, cujo coeficiente angular 
é 1. Calcular o coeficiente angular de La. 
Resp: —(2+ 43). 
34. Calcular a declividade de uma reta que faz um ângulo de 45º com a que 
passa por (2, —1) e (5,3). 
Resp: my= —7. 


35. Achar a equação da reta que passa pelo ponto (2, 5), formando um án- 
gulo de 45º com a reta z — 3y + 6 = 0. 


Resp: 2x -y+1=0. 


36. Calcular as áreas dos triângulos, cujos vértices são: 
(a) (2,-3), (4,2) e (—5, —2). Resp.: 18,5 unidades de área. 


(b) (—-3,4), (6,2) e (4, —3). Resp.: 24,5 

(co) (-8,-2), (—-4, —-6) e (—1,5). Resp.: 28 

(d) (0,4), (-8,0) e (—1, —4). Resp.: 30 

(e) (V2,2) (-4,6)e (4,242). Resp: 7/2-2 = 7,899 

MD (-7,5, De (-3,3). Resp.: O. Justificar a resposta. 


(9) (ab+oc), (db cta) elca-+b).  Resp.: 0. 


37. Calcular as áreas dos polígonos, cujos vértices são: 
(a) (2,5), (7,1), (3, —$) e (-2,3). Resp.: 39,5 unidades de área 
(6) (0,4), (1, —-6), (—-2, —-3) e (4,2). Resp.: 25,5 
(c) (1,5), (—2,4), (—3, —1), (2, —3) e (5, 1). 
Resp.: 40 
38. Provar que os segmentos que unem os pontos médios dos lados de cada 
um dos triângulos do problema 36 dividem-nos em quatro outros de áreas iguais. 


CarpíTULO 2 
EQUAÇÃO E LUGAR GEOMÉTRICO 


Os dois problemas fundamentais da geometria analítica 
são: 

1. Dada uma equação, determinar o lugar: geométrico corres- 
pondente. 


2. Dado um lugar geométrico, definido por uma condição geo- 
métrica, determinar a equação correspondente. 


Lugar geométrico ou gráfico de uma equação com duas 
variáveis é a curva ou a reta que contém todos os pontos, e sômente 
êsses pontos, cujas coordenadas satisfazem à equação. 


Muitas vêzes, antes da representação gráfica de uma equação, 
convém deduzir de sua forma algumas propriedades da curva, tais 
como as coordenadas à origem, a simetria e a extensão do lugar. 


Coordenadas: à origem. As coordenadas à origem de uma 
curva são os segmentos orientados (positivos ou negativos), medidos 
da origem aos pontos de interseção da curva com os eixos coordenados. 


Para determinar a abscissa à origem, fazemos y = O na equação 
considerada e resolvemo-la em relação a x. Anâlogamente, para de- 
terminar a ordenada à origem, fazemos x = 0 na equação e resolve- 
mo-la em relação a y. 


Assim, na equação yº + 2x = 16, para y =0, temosz = 8; 
para x = 0, temos y = + 4. Portanto, a abscissa-à-origem é 8e as 
ordenadas à origem são 4 e — 4. 


Simetria. Dois pontos são simétricos em relação a uma reta, 
quando esta é a mediatriz do segmento que os une. Dois pontos são 
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simétricos em relação a um terceiro, quando êste é o ponto médio 
do segmento que une os dois primeiros. Segue-se que: 


1. Quando uma equação não se altera pela substituição de x por 
— x, 0 gráfico é simétrico em relação ao eixo dos y. A cada valor de 
y, nessa equação, correspondem dois valores de x de mesmo módulo 
e sinais contrários. 


Exemplo: 2º? —- 6y+12=-00uzx=+V6y- 2. 


2. Quando uma equação não se altera pela substituição de y por 
— y 0 gráfico é simétrico em relação ao eixo dos 4. 


A cada valor de x, nessa equação, correspondem dois valores y de 
mesmo módulo e sinais contrários. 


Exemplo: y—- 41 -7=0 o y=+V4+47. 


3. Quando uma equação não se altera pela substituição simultânea 
de x por — vedey por — y, o gráfico é simétrico em relação à origem. 


Exemplo: vw +zx+gy=õo0. 


Extensão. Os valores de uma das variáveis, que correspondem 
a valores imaginários da outra, devem ser excluídos. 

Consideremos a equação y? = 2x — 30uy = + 21 — 3. Para 
x < 1,5 verificamos que 2x — 3 é negativo e y, imaginário. Por 
isso, nenhum valor de z menor que 1,5 pode ser utilizado e a curva 
se situa inteiramente à direita da reta 7 = 1,5. 


Como 


*+3 
Resolvendo-a em relação a x, obtemos 1 = vol. 


qualquer valor de y produz um valor real de x, nenhum valor de y 
deve ser excluído e o lugar geométrico se estende ao infinito; o valor 
absoluto de y cresce, enquanto o de x também cresce, a partir de 
z=1,5. 


PROBLEMAS RESOLVIDOS 


Lugar geométrico de uma equação dada. 


1. Discutir e representar gráficamente o lugar geométrico da elipse 
Or? + 16? = 144. 
SoLução. Coordenadas à origem. Para y = 0, temos z=+4. Para 
2 = 0, temos y = +3. Portanto, as abscissas à origem são + 4e — 4; as orde- 
nadas à origem são +3e —3 (Fig. 23) 
Simetria. Como a equação contém sômente potências pares de x e y, à curva 
é simétrica em relação aos eixos e, por consequência, em relação à origem. Por- 
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tanto, basta representar graficamente a parte da curva situada no primeiro qua- 
drante e traçar O resto por simetria. 
Extensão. RE a equação proposta, obtemos 


p= * 6-2, = +52 V9-7. 


Quando z tem valor absoluto superior a 4, 16 — 2º é negativo e y é imaginário. 
Portanto, z não pode receber nenhum valor maior do que 4 nem menor do que 
— 4 ouseja, 42 72 — 4. Anâlogamente, y não pode receber valores maiores 
do que 3 nem menores do que — 3, isto 3,32 y2 —3. 





2 0 = À + 2 + 3 +3,5 | +4 


E | CEDO | E | CS À SS | ces | ET | 


y +3 | +29 | +26 | +20 | +15 0 





Fig. 23 Fig. 24 


2. Discutir e construir o gráfico da parábola yº — 2y — 47 + 9 = 0. 
SoLução. Resolveremos a equação dada por intermédio da fórmula 


— ba VB! — 4ac 
pe 
a 

Fazendo a = 1, b= —2, cm — 47 4-9, resulta 

yml+2V2-82. (1) 
Tirando o valor de z, vem 

— 2 9 
po EB+O, (2) 


Coordenadas à origem. Para y = O, temos x = 9/4. Para 2 = 0,y é imagi- 
nário (1+2/- 2) 2). Portanto, a abscissa à origem é 9/4 e não existe ordenada 
à origem. 

Simetria. A curva não é simétrica em relação a nenhum dos eixos nem à 
origem (Fig. 24). 

Há simetria em relação à reta y = 1, pôsto que cada valor de z fornece 


dois valores de y, um dos quais é muito maior do que 1, enquanto o outro é 
menor do que 1. 
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Extensão. De (1) concluímos: Para x < 2, x — 2 é negativo e y é imaginário. 
Logo, z não admite valores inferiores a 2. 


De (2): Como qualquer valor de y produz um valor real de x, nenhum valor 
de y deve ser excluído. 


3. Discutir e construir o gráfico da hipérbole zy — 2y — 7 = 0. 
SoLução. Coordenadas à origem. Para z=0;y=b0;e paray=0,gz =. 


Simetria. A curva não é simétrica 
em relação aos dois eixos coordenados 
nem à origem (fig. 25). 


Extensão. Resolvendo a equação da- 





da em relação a y, obtemos y = = b 
Para 7x =2, o denominador x — 2 se 
anula e y se torna infinito. 


Resolvendo-a em relação a x, obte- 
2y 

E Ra 
minador y — 1 se anula e x se torna 
infinito. 





mos 7 = E Para y = 1, o: deno- 


Nenhum valor de qualquer das va- 
riáveis tornará o da outra imaginário. 





———— | ema | a À e | e | e | e | ee À a | CE À CR À CS À CE | e À 


v]lO|-1|-3|-—-7|o 9 5/13/]2/ 17] 03/05] 0,6| 0,77 


Quando z tende para o valor 2 pela esquerda, y tende para o infinito negativo. 
Quando x tende para o valor 2 pela direita, y cresce indefinidamente. Os dois 
ramos da curva se aproximam indefinidamente da reta 7 =2, tangenciando a reta 
em + o, Aretazx — 2 = (0 é uma assíniota vertical da curva. 





E que acontece quando x tende para infinito ? Consideremos y = 


o = 
1 2 —2 
*— q - Quando x cresce ou decresce indefinidamente, = tende para zero 
1 e, ta 
z 
e y tende para 1. Aretay — 1 = O é uma assíntota horizontal. 
4. Discutir e representar graficamente 2%y — 4y + x = Q. 


SoLução. Coordenadas à origem. 
Para x = 0, temos y = 0. 
Para y = 0, temos z = O. 
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Simetria. A substituição de z por — xe y por — y conduz a — xy + 4y — 
— g = 0, equação que multiplicada por — 1 volta à forma original. Por conse- 
guinte, à curva é simétrica em relação à origem; mas não é simétrica em relação 
aos eixos (Fig. 26). 


Extensão. Resolvendo a equa- 
ção em relação a y, obtemos 


z x 


Vs" e-)e+o. 


As assíntotas verticais são 
t-2=0e242=0. 
Resolvendo-a em relação a 2 


pela fórmula da equação do segun- 
do grau, obtemos 


na =1+V 1 +16. 
2y 


Fig. 26 A assíntota horizontal é y = 0. 





Nenhum valor de qualquer das duas variáveis tornará o da outra imaginário. 


s/4|-3)]-2,5|-2/-15) 1/0/1 1512/25] 3 4 


— | e | cc | | e | e —— | e | | A | CE | SE | CE | Ce | e 


v |0,3/0,6] 11] v1-0,9/-0,3/0| 0,3] 0,9/]o/-1,1|-0,6 | -0,3 


5. Representar grâficamente o lugar geométrico de 2º- z +zy+y-— 
— 29 =0. 

SoLução. Às vêzes uma equa- 
ção pode ser fatorada e, nesse 
caso, seu lugar geométrico será 
constituído pelos lugares geomé- 
tricos dos diferentes fatôres. 


x-ys0 


Visto que a equação propos- 
ta pode ser assim fatorada: 
(r—y) (2+2y-1)=0, 


seu lugar geométrico (Fig. 27) são 
as duas retas concorrentes 


g—-y=0 e z+2y-—-1=0. 





Fig. 27 


6. Determinar os pontos reais, se houver, nos gráficos das seguintes equações: 
gr ry-B)=-5 do 2+%W —-6+H1I1=0. 

bd. ty =o0. e. (2-4) +(z+3y — 10) =0. 

ce ty -BA+MWAHNW=O0. jf 2+2i-lz-(6A+5y—l=0. 
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SoLuçõEs. a. (Como o quadrado de qualquer número real é positivo, tanto 
(z + 4) como (y — 2)? são positivos e a equação não pode ser satisfeita por quais- 
quer valores reais de 7 e de y. 

b. É evidente que o único ponto real que satisfaz a esta equação é (0, 0). 

c. Dispondo os têrmos de modo diferente, obtemos (xº — 8x + 16) + 
+(y +2y+1)=00u(z—-4)+(y+12 =0. Entãoz-4=0ey+1=0, 
donde x = 4ey = — 1. Portanto, o único ponto real do gráfico é (4, — 1). 


d. Dispondo de modo diferente, vem 2º —- 6z+9+423:4+2=0 ou 
(r—-32+2yº +2 =0. Como (x — 3), 2yº e 2 são positivos para quaisquer 
valores reais de x e de 4, & equação proposta não se verifica para valores reais 
de xe uy. 

e. A equação é satisfeita por valores dez ede y que anulam 2º — 4ytez + 
+ 3y — 10, simultâneamente. Resolvendo as equações sº — 4y =0ez+3y — 
— 10 = 0, em relação a x e y, obtemos (4, 2) e (— 20, 10), coordenadas de pontos 
reais do lugar. 

f. Grupando os têrmos reais e os imaginários, vem (7º — x — 5y — D+ 
+ 2i(x — 3y) = O. Esta equação é satisfeita pelos valores de x e de y que anu- 
lam 22?-z—5y-1l e z-—3y, simultâneamente. Resolvendo 7º — x — 5y — 
— 1l=0ez-—3y=0 em relaçãoaxzxegy, obtemos (3,1) e (— 1/3, — 1/9), coor- 
denadas dos únicos pontos reais do lugar. 


7. Resolver o seguinte par de equações simultâneas graficamente e, em se- 
guida, verificar os resultados, resolvendo-as algêbricamente. 


zy =8 (1) 
s—-y+2=0 (2) 
SoLução. Resolvendo (1) em relação a y, obtemos y = =. Para 2 =0, 
y é infinito. 
Resolvendo (1) em relação a x, obtemos x = Es Para y = 0, x é infinito. 


Então, y = O é uma assíntota horizontal e x = O é uma assíntota vertical. 


| 
A equação (2) representa uma linha reta, cujas interseções com Os eixos são 
(— 2,0) e (0, 2). 
Do gráfico (fig. 28) deduzimos as soluções (— 4, — 2) e (2,4). 
Solução Algébrica. De (2) tiramos y = x +42. 
Substituindo em (1), vem z(x+2)=8 ou 7º +27 -8=0. 
Fatorando, (x + 4) (1 — 2) = 0. Donde z = —-4ez=2. 


Como y =z+2,temosy=—2pararz=-4ey=4parazm=2. 
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8. Resolver o seguinte par de equações simultâneas graficamente e, em se- 
guida, verificar os resultados analiticamente. 


47º + yº = 100 (1) 
97º — yº = 108 (2) 





Fig. 28 Fig. 29 


SoLução. Cada uma das curvas é simétrica em relação aos dois eixos e à 
origem. 


Resolvendo (1) em relação a y, obtém-se y = = NV 100 — 472. Portanto, 
z não pode admitir valor algum maior que 5 nem menor que — 5. 


— 2 
Resolvendo (1) em relação a x, obtém-se 7 = avr - Portanto y 


não pode receber valor algum maior que 10 ou menor que — 10. 


x 0 +1 +2 +3 | +4 | +5 


—— | ———— e | ie | e ———— | | o | ce 


y | +10 | +98| +92 | +8| +6| O 


Resolvendo (2) em relação a y, obtém-se y = +3 Va — 2. Portanto, 
z não pode receber nenhum valor entre 12 e — V 12. 


EVYP+HIOS portanto 


Resolvendo (2) em relação a x, obtém-se x = 3 


y admite qualquer valor. 


Ea] 
gs i+VI2 44 | +5 +6 


y 0 | +6| +10,8| +14,7 


Consultando o gráfico (Fig. 29), encontramos as soluções (4, + 6), (— 4, + 6). 
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Solução Algébrica 47º + y* = 100 
9x? — yº = 108 


132?  =208 d=l6ez=+4 
yº = 97º — 108 = 144 — 108 = 36 ey = +6. 


Equação de um lugar geométrico dado. 


9. Achar a equação das retas que 
(a) dista 5 unidades à esquerda do eixo dos y. 
(b) dista 7 unidades acima do eixo dos 2. 
(c) dista 10 unidades à direita da reta x + 4 = 0. 
(d) dista 5 unidades abaixo da reta y = 2. 
(e) são paralelas à reta y + 8 = O e distam 6 unidades de (2, 1). 
(1) são perpendiculares à reta y — 2 = 0 e distam 4 unidades de (— 1, 7). 


SOLUÇÕES. 


a. sz=-—-5ouzx+5=0. Éa equação da reta paralela ao eixo 
dos y, que dista 5 unidades à sua esquerda. 


bd. y=7ouy-—7=0. É a equação da reta paralela ao eixo dos z, 
situada 7 unidades acima dêle. 


c. z=-—-44+100uz =6. É a equação da reta situada 10 unidades à 
direita de z + 4 = 0. Trata-se de uma paralela ao eixo dos y, situada 6 unidades 
à sua direita. 


d. y=2-5ouy=-3. Esta é à equação da reta situada 5 uni- 
dades abaixo da reta y — 2 = 0. Trata-se de uma paralela ao eixo dos x, à 3 
unidades abaixo dêle. 


e. Como a reta y + 8 = O é paralela ao eixo dos x, cada uma das 
retas procuradas é também paralela ao eixo dos x e encontra-se 6 unidades aci- 
ma ou abaixo da reta y = 1. Temosentãoy =1l+60uy=7ey=-sS. 


f. Como a reta y — 2 = O é paralela ao eixo dos x, cada uma das 
retas pedidas é paralela ao eixo dos y e encontra-se 4 unidades à direita ou à es- 
querda da reta 7 = — 1. Temos então z=-1+4 ouz=3e7=-5. 


10. Determinar a equação da reta 
(a) paralela ao eixo dos x e distante 5 unidades do ponto (3, — 4). 
(b) eqiidistante das retas x 4+-5=0ex-2=0. 
(c) cuja distância à reta y—9=0 é o triplo da distância à reta y 4-2=0. 
SoLUçÕõESs. Seja (z,y) um ponto qualquer da reta procurada. 


(a) y=—-4+5,0uy=ley=-g). 


Be “542 3 
d) SHEEN, =a25+2 1 03 U2Z2+3=0. 
Da Em e 2 2º 


(c) a = + = Simplificando, temos 4y — 3 =0e2y +15 = 0. 
— y é 
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Para a reta 4y — 3 = 0, que está situada entre as retas dadas, a razão é + > 


Para a reta 2y + 15 = 0, que se encontra abaixo das retas dadas, a razão é — > 
11. Deduzir a equação do lugar geométrico de um ponto móvel P (x,y), 
que se mantém. equidistante dos pontos A(— 2,3) e B(3, —1). 
SOLUÇÃO. 
PA =PB,ou Ve +2)+(y-3=V (2-3) ++ 


Elevando ao quadrado e simplificando, obtemos 10z — 8y +3 = O. Esta é 
a equação da mediatriz do segmento que liga os dois pontos. 


12. Achar a equação da reta. 
(a) de coeficiente angular 2/3, que passa pelo ponto (— 4, 5). 
(b) que passa pelos pontos (3, — 1) e (0, 6). 

SOLUÇÃO. 

Seja (x,y) um ponto qualquer da reta considerada. 





A declividade da reta que passa pelos pontos (z1, y1) e (Za, 42) é igual a - — . 
= 2 
a. O coeficiente angular da reta determinada por (— 4,5) e (x, y) é 2/3. 
Então, ar = = Simplificando, vem 2x — 3y + 23 = 0. 


db. A declividade ou coeficiente angular da reta determinada por (3, — 1) 
e (0, 6) é igual ao coeficiente angular da reta que passa por (0,6) e (x, y). 


Então, o ss =” = - Simplificando, vem 7z + 3y — 18 = 0. 
— z — 








13. Achar a equação da reta que 
(a) passa por (2, — 1) e é perpendicular à reta determinada por (4, 3) 
e (— 2, 5); 
(b) passa por (—4, 1)eé paralela à reta determinada por (2,3) e (—5,0). 
SoLUÇÕES. a. Os coeficientes angulares de duas retas perpendiculares são 
recíprocos e de sinais contrários. Temos, pois, 
5—3 1 


-2-4 3. 





Coeficiente angular da reta que passa por (4,3) e (— 2,5) m 


Coeficiente angular da reta procurada = inverso de — z com o sinal tro- 
cado m 3. 

Seja (z, y) um ponto qualquer da reta, cuja equação se pede. Então o coe- 
ficiente angular dessa reta, que passa por (x, y) e (2, — 1) vale 1 -3. 
Simplificando, vem 32 — y — 7 = 0. 

b. Os coeficientes angulares de duas paralelas são iguais. 

Seja (x,y) um ponto qualquer da reta procurada. 
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Coeficiente angular da reta que passa por (2,3) e (— 5,0) = coeficiente an- 
gular da reta que passa por (x,y) e (— 4,1). 


3-0 .y-l1 


Então, +—— 
2+5 2+4 


Simplificando, vem 37 — 7y + 19 =0. 





l4. Um ponto P(z, y) se desloca de tal modo que sua distância a C(2, — 1) é 
sempre igual a 5. Determinar a equação do lugar geométrico descrito. 


SoLução. A distância PC =5ou V(z-2+(y+H1)=s5. 


Elevando ao quadrado e simplificando, resulta 2º + y' — 424 2y = 20, 
que é a equação procurada. 


O lugar geométrico é uma circunferência com centro em (2, — 1) eraio igual a 5. 

15. Um ponto P (x, y) se move de modo que a soma dos quadrados de suas 
distâncias a A(0, 0) e B(2, — 4) é sempre igual a 20. Deduzir a equação do lugar 
geométrico descrito. 

SOLUÇÃO. 

(PA? + (PB =20 ou +y+I(g-22+4(y+4)] = 20. 

Simplificando, vem 2? + y? — 2x + 4y = 0. É esta a equação de uma cir- 

cunferência com o diâmetro AB. 


16. Um ponto P(z, y) se move de modo que a soma de suas distâncias aos 
eixos coordenados é igual ao quadrado de sua distância à origem. Determinar a 
equação do lugar gerado pelo ponto. 

SoLução. Distância de P (x,y) ao eixo dos y + distância ao eixo dos x = 
quadrado da distância a (0, 0). 

Temos, pois, z+y=zº+y' ouz!+y —-z-—y=0O. Esta é a equação 


V2, 
2 





de uma circunferência de centro ( > ; - ) e raio 


17. O ponto P (x,y) se move de modo que a razão de sua distância à reta 
y — 4 = () para sua distância ao ponto (3,2) é igual a 1. Determinar a equação 
do lugar geométrico. 

SOLUÇÃO. 

Distância de P(z,y) a y —- 4= 0 Sê 4—y ei 

Distância de P(z, y) a (3,2) V (2-3) +(y-— 2) 

Elevando ao quadrado e simplificando, obtemos (4—- y)? = (x — 32) + 
+(y-2)ouz-6z+4y-3 =. 

Esta é a equação de uma parábola. 

18. Dados dois pontos P; (2,4) e Ps (5, — 3), determinar a equação do lu- 


gar dos pontos P(x, y), sabendo que o coeficiente angular de PP, tem uma uni- 
dade mais que o coeficiente angular de PP». 


SoLução. Declividade de PP, = declividade de PP; + 1 ou 


2-2 2—s 
Simplificando, resulta x? + 3y — 16 = 0, que é a equação de uma parábola. 
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19. Deduzir a equação do lugar geométrico de um ponto móvel P (x, y), cuja 
distância ao ponto F (3, Z) é sempre igual a sua distância ao eixo dos y. 


SOLUÇÃO. 

PF=zouv(s-3+(y-2 =z,ouz -6r+I9+y —-4yt+4=?. 

Simplificando, resulta y” — 4y — 6x + 13 = 0, que é a equação de uma 
parábola. 


20. Um ponto P (x,7) se desloca de tal modo que a diferença de suas dis- 
tâncias a Fy (1, 4)e Fo (1, — 4) é sempreiguala 6. Instituir a equação de seu lugar 
geométrico. 


SOLUÇÃO. 
PFr,-—-PF,)=6,0uV(r-1)+(y-4)- V(1-134+(y+4) = 6. 


Transpondo um dos radicais para o segundo membro, vem 


V(g-1P+H(y-s=6+V (2-1) +(y+4p 
Elevando ao quadrado, 
2-2 +1I+Y-By+16=8B+12V/2-1)+H(y ++ 
+r-22+1+9º4+8y+4 16. 
Simplificando, vem 
gy +9=-3V(4-13+4+(y +92 
Elevando ao quadrado, 
16)? +72) +81=97º — 1824949 + 72y + 144, 
Simplificando: 9xº — 7yº — 18x 4 72 = 0, equação de uma hipérbole. 


PROBLEMAS PROPOSTOS 
Lugar geométrico de uma equação dada. 


Discutir e representar graficamente cada uma das seguintes equações: 
1. 1 +22-443=0 

2. 472 —- 992 +36=0 

3. 2 +yº—-8r+4y—-29=0 

4. 23º 4+3yº—-18=0 

5. 32º + 5)" =0 

6. 4y2 —- 7º =0 

7. (wy-60 + +3xy+y +5)=0 

8. 8y—- 7º =0 

9. y=r(1-D(x+4+3) 

IO. y=zv2x+42) (x —3) 

1. (2 4+2zxy —-24)2 4+(27º 49º —- 33) =0 
12. zy+4y-8=0 

13. 2y + 47º —-9y" =0 


14. 
15. 
16. 
17. 
18. 
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g +y+472-6y+17=0 

22 + y —-QWMi4zxi—54—17i=0 
yz+2) (x—-4)-8=0 

2 +ry—-2y —-37+3y=0 

(22 -y)-yi=(5-2)+3(1-—zi. 


Fazer a representação gráfica dos seguintes pares de equações simultâneas e 
determinar as respectivas soluções. Verificar os resultados, pela resolução al- 


gébrica. 
19. y=27,2z-—-y+2=0. Resp.: (2,4), (— 1,1). 
20. 4y —- 2º =0, 
Zy +4y —-8=0. Resp.: (2,1), (— 2,1); as outras são ima- 
ginárias. 
21. 22+92-20=0, 
y — 27 — 12 =0. Resp: (2,+4), (—- 4,+2). 
22. y —-21—-5=0, 
37º — 242 —- 1 =0. Resp.: (2,7,+3,2), (— 1,4, + 1,5). 
23. y — 42 —-9=0, 
Z +2y—-6=0. Resp: (—2D, (—- 2,1) (4, — 5), (0,3). 
27 + y" —-6=0, 
p-y —-4=0. Resp.: Imaginârias. 
25. 27º — 5xy + 2y' = 0, 
2 +y —-5=0. Resp.: (2D(—-2,-1),(1,2), (— 1,— 2) 
26. 2 -y+7r—-y=0, 


2º — 27y — 37 4 6y = 0. Resp: (3, —4),(—23, — 1/3), (3,3), (0,0). 


Equação de um lugar geométrico dado. 


27. Determinar as equações das linhas retas 


(a) 
(b) 
(c) 
(d) 


(e) 


(1) 
(g) 


(h) 


situada a 3 unidades à direita do eixo dos 7. 

Resp: x—-3=0. 

situada a 5 unidades abaixo do eixo dos 2. 

Resp.: y+5=0. 

paralela ao eixo dos y e a 7 unidades de (— 2,2). 

Resp: 2—-5=0,7+9=0. 

situada 8 unidades à esquerda da reta 7 = - 2. 

Resp.: z+10=õo0. 

paralela ao eixo dos z e a meia distância entre os pontos 
(2, 3) e (2,—7). 

Resp: y+2 =0. 

cuja distância à reta z=3 é o quádruplo da distância à reta = —2. 
Resp.: 3x+11=0,72z+1=0. 

que passa pelo ponto (— 2, — 3) e é perpendicular à reta x — 3 = 0. 

Resp: y+3 =0. 

equidistante dos eixos coordenados. 

Resp: y-7z=0, y+7=0. 
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(i) que passa pelo ponto (3, — 1) e é paralela à reta y +3 = 0. 
Resp: y+t1I=0. 
()) equidistante das retas y —- 7 =0ey+2=0. 
Resp.: 2y — 5 = 0. 
28. Um ponto P(xy) se move de tal modo que sua distância a (— 2,3) é 
igual a 4. Achar a equação de seu lugar geométrico. 
Resp.: 2 +y +47-—-6y-—-3=0. 
29. Deduzir a equação do lugar geométrico de um ponto P(x,y) que se move 


de tal modo que se mantém sempre equidistante dos pontos (— 3,1) e (7, 5). 
Resp.: 5x + 2y — 16 = 0. 

30. Um ponto P(z,y) se move de tal modo que sua distância a (3,2) é sem- 

pre a metade de sua distância a (— 1,3). Achar a equação de seu lugar geométrico. 
Resp.: 37º + 3yº — 26x — 10y + 42 = 0. 

Sl. Deduzir a equação do lugar geométrico dos pontos: P(x, y) que se move 

de modo que sua distância a (2, 3) é sempre igual a sua distância à reta z + 2 = 0. 
Resp: y — 82 —- 6y4+9=0. 

52. Deduzir a equação da circunferência com seu centro em (3, 5) e tangente 
a reta y—-1=0. 

Resp.: zº+y' — 6x — 10y + 30 = 0. 

d9. Deduzir a equação do lugar geométrico de um ponto a soma de cujas 
distâncias de (c,0) e (— c, 0) é sempre igual a 2a, (2a > 2c). 

Resp.: (02 —- c)zº + ay? = a! — at. 

34. Deduzir a equação do lugar geométrico dos pontos P(z, y), sabendo que 

a soma de suas distâncias a (2,3) e (2, — 3) é sempre 8. 
Resp.: 16zº + 7y! — 64x — 48 = 0. 

35. Deduzir a equação do lugar geométrico descrito por um ponto, sabendo 

que a diferença de suas distâncias a (3,2) e (— 5,2) é 6. 
Resp.: 727º — 9yº + 14x + 36y — 92 = 0. 

36. Um ponto se desloca de modo que sua distância à reta y + 4 = O equi- 
vale a dois terços de sua distância ao ponto (3, 2). Achar a equação do lugar 
assim gerado. 

Resp.: 4x? — 5yº — 24x — 88y — 92 = 0. 

d7. Deduzir a equação do lugar geométrico descrito por um ponto, cuja 

distância a (— 2, 2) é sempre o triplo de sua distância à reta 7 — 4 = 0. 
Resp.: 87º — y? — 76x + 4y + 136 = 0. 

38. Deduzir a equação do lugar geométrico descrito por um ponto, conei- 

derando que a soma dos quadrados de suas distâncias aos eixos coordenados é 9. 
Resp: 2 +y' =09. 

39. Instituir a equação da mediatriz do segmento definido pelos pontos 
(— 3,2) e (5, — 4). 

Resp.: 4x — 3y = 7. 


EQUAÇÃO E LUGAR GEOMÉTRICO 41 


40. Deduzir a equação do lugar geométrico de um ponto móvel que se man- 

tém sempre a 3 unidades da origem dos eixos coordenados. 
Resp.: 2º +y' = 9. 

41. Deduzir a equação da circunferência de centro em (2, 3), que passa pelo 
ponto (5, — 1). 

Resp.: 2º +y' — 47 — 6y — 12 =0. 

42. Dão-se os pontos 4(0, — 2), B(0,4) e C(0,0). Achar a equação do 
lugar geométrico gerado pelo ponto P(z,4), sabendo que o produto dos coefici- 
entes angulares de PA e PB é igual ao coeficiente angular de PC. 

Resp.: y — xy —2y—8 = 0. 

43. Um segmento retilíneo de 12 unidades de comprimento se desloca de 
modo que seus extremos se encontram sempre sôbre os eixos coordenados. Achar 
a equação do lugar geométrico descrito por seu ponto médio. 

Resp.: 2º +y' = 36. 

44. Dão-se os pontos 4(—-2,3) e B(3,1). Determinar a equação do lugar 
geométrico descrito por P(x, y), sabendo que o coeficiente angular de PA é o in- 
verso do coeficiente angular de PB, com o sinal contrário, 

Resp: 2 +y'—-z—4y—-3=0, 


CAPÍTULO 3 
LINHA RETA 


Uma linha reta é representada por uma equação do primeiro 
grau com duas variáveis. Reciprocamente, o lugar geométrico de 
uma equação do primeiro grau com duas variáveis é uma linha reta. 


Uma linha reta fica completamente determinada quando se co- 
nhecem sua direção e um de seus pontos. 


Equação das retas que passam por um ponto dado. A 
equação das retas que passam pelo ponto P, (x1, y1) é 


v—> n=m(-— az), 
onde m designa o coeficiente angular. 
Equação reduzida da linha reta. A equação da reta de 
coeficiente angular m e ordenada à origem b é 
y = ma + bd. 


Equação da reta que passa por dois pontos dados. A 
equação da reta que passa pelos pontos P14 (11, y1) e Ps (x2, ya) é 


yYyoy Yu. 


(Forma dos dois pontos) 
T— Z Ty — To 


Equação da reta, dadas as coordenadas à origem. A 
equação da linha reta, cujas interseções com os eixos dos x e dos y são 
respectivamente (a,0) e (0, b) é 


- ae 7 = 1. (Forma segmentária) 


Forma geral. Tôda equação do primeiro grau em z e y pode 
ser reduzida à forma Az + By+C =0, onde 4, Be C são constan- 
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tes arbitrárias. De uma equação nessa forma, deduzimos: coefici- 
C 


ente angular m = — a e ordenada à origem b = — B' 


Equação normal de uma linha reta. Uma linha reta fica 
completamente determinada quando se conhecem o comprimento da 
perpendicular a ela, tirada da origem Y 


(0, 0), e o ângulo dessa perpendicular A 
com o eixo dos x (inclinação). 


Seja 4B à reta dada (Fig. 30). 
Tracemos ON, normal a AB. 


A distância p, de O até AB, é 
considerada positiva para tôdas as 
posições de 4Bew é o ângulo, de 0º 
a 360º, que ON faz com OX (semi- 
-eIxo positivo). Fig. 30 






Sejam (x1, y1) as coordenadas do ponto C.. Temos, então, 
TZ; =Pcoswy=psenw e 


coeficiente angular de AB = — Me cotg w = — 


Considerando agora um outro ponto (x, y) de AB, teremos, de 
acôrdo com a forma da equação das retas que passam por um ponto, 
cos w 


——— À — D cosw). 
So P 


y—-y=-cotgw(z-—z:;),ouy— psenw = — 
Simplificando, vem x cosw--ysenw-— p =0, que é a forma 
normal da equação de uma linha reta. 


Redução à forma normal. Dadas a forma geral Az + 
+ By4C =0eaforma normal zcosw-+ysenw— p =0, referi- 
das à mesma reta, os coeficientes dos têrmos semelhantes nas duas 
equações são iguais ou proporcionais. 

Temos, portanto, — = 2 = E = k, onde k é O va- 
lor da razão constante. 


Então, cosw = k4, senw = kB, —p = kC. Elevando ao qua- 
drado e somando membro a membro as duas primeiras igualdades 
obtemos 
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costw + sentw = KA? + B?), ou 1 = k(A? + B?º), donde 
ss 
+V4º+ Bº 
Substituindo k por seu valor, teremos 


A B 


COSW =D] sen w = 
+VA2+Bº' 


nas O a 
PO LvA+B 
Portanto, a forma normal de 4x + By4+C=0 é 
Á B C 
avaso'Cavaro'  avAss 
onde o sinal a adotar antes do radical deve ser contrário ao de C. 
Quando € = 0, o sinal do radical deverá concordar com o de B. 


, 


Distância de uma reta a um ponto. Para determinar a 
distância d da reta L ao ponto P; (x,, y:1) tira-se por êste ponto uma 
paralela a L. Seja L; essa paralela (Fig. 31). 


A equação de L é x coswh+-+ 
+ysenw-p=0eadeL; é z cosw + 
+ysen w-— (p4d) = 0, visto que as 
retas são paralelas. 

Como as coordenadas de P, verifi- 
cam a equação de L;, podemos escrever: 
z;cosw + senw— (p+ d) = 0. 

Donde 


d=zTicosw+ysenw-— p. 





Fig. 31 

Se P,e a origem estiverem em lados opostos da reta L, a distân- 

cia d será positiva; se estiverem do mesmo lado da reta L, d será nega- 
tiva. 


PROBLEMAS RESOLVIDOS 


1. Deduzir a equação da reta que passa pelo ponto P14 (x1, 41), cujo coefi- 
ciente angular é m (ver Fig. 32). 

SoLução. Seja P(z, y) outro ponto qualquer da reta. O coeficiente an- 
gular m da reta que passa por (x, y) e (71, Y1) é 
yu 
z-—am 


m = , donde y —- py = m (x — 21). 
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2. Formar a equação da reta de coeficien- 
te angular m, cuja interseção com o eixo dos 
y 6 (0, b). 

SoLução. -Seja P (x, y) outro ponto qual- 
quer da reta. O coeficiente angular m da reta 
v—b, 
z-—0 





que passa por (x, y) e (0,b) ém = 
Donde, y = mz + b. 
3. Escrever a equação da reta (a) que 





passa por (—4, 3), com coeficiente angular + ; 


Fig. 32 


(b) que passa por (0, 5), com coeficiente an- 


gular — 2; (c) que passa por (2, 0), com uma declividade de - 


SoLuções. Seja P(z, y) um outro ponto de cada uma das retas. Sirvamo- 
nos da forma y — y = m(z — 21). 


a. y-3= (2 +4) donde2y -6= 2 +40u 2-2 +10 =0. 


bd. y—-5m —2 (zx—0), donde y —-5= —2xou2x+ty— 5 = 0. 
Esta equação pode ser obtida diretamente, operando-se a substituição em 
v=mz+b. Assim,y = —2x+t5ou2Zx+ty-— 5 = 0. 


e. y-0= É (2-2) donde 4y = 37 — 6 ou 3x — 4y — 6 = 0, 


4. Instituir a equação da reta que passa pelos pontos (z;, y1) e (x2, y2). 
SoLução. Seja (2, y) um ponto qualquer da reta. Temos coeficiente 
angular da reta que passa por (x, y) e (71, y1) = coeficiente angular da reta que passa 
por (z1, y1) e (xa, 1/2). 
Portanto, 
v=mn ny, 
s—a TZ — x 
5. Determinar a equação da reta que passa pelos pontos (— 2, — 3) e (4, 2). 
SoLução. O emprêgo da forma 2! = YU dg 
2-2 2 — %2 
v+3 1.523-2 
2+2 -Z-—4 
6. Achar a equação da reta, cujas interseções com 08 eixos coordenados são 
(a, 0) e (0, db). 


ou bx— 6y — 8 = O. 





SoLução. Substituindo em Li = Yi! vem 470 40-b q 
2-2 21 — 23 s-—a q-—0 





bz + ay m.ab. 
Dividindo os membros de bz + ay = ab pelo produto ab, resulta 


E E - 1. (Forma segmentária). 
a 
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7. Escrever a equação da reta, cujas interseções com os eixos dos x e dos y 
são, respectivamente, 5 e — 3. 


SoLução. Empregando a forma simêtrica * + E = 1, a equação pedida 
a 
será + = 1ou3z— 5y-— 15 =0. 


8. Determinar o coeficiente angular m e a ordenada à origem b da reta, cuja 
equação é Az + By + C = 0, onde 4, Be € são constantes arbitrárias. 


Sorução. Tirando o valor de y, obtemos y = — a z— ç - Compa- 


rando esta expressão com y = mz 4 b, podemos concluir que m = — - e 


C 


o — * 


Para B = (), teremos 4x + € = 0, donde x = — - , equação de uma reta 
paralela ao eixo dos y. 

Para 4 = 0, teremos By + €' = 0, donde y = — ç , equação de uma reta 
paralela ao eixo dos z. 

9. Determinar o coeficiente angular m e a ordenada à origem b da 


reta 2y + 37 = 7. 
SoLução. Reduzindo a equação proposta à forma y = mz +b, resulta 


y = — E z + + Portanto, o coeficiente angular é — 3/2 e a ordenada à ori- 


gem é 7/2. 
Ou, passando para a forma 42 +By+C=0, 324+2y-—-7=0. Logo, 
0 coeficiente angular ém = — e = — > e a ordenada à origem b = — == 


Era ao 
= 2 2 

10. Provar que, se as retas 4x +4+By+C=0€e A'zx+B'y4C'=0 fo 
rem paralelas, A/A' = B/B'; se forem perpendiculares, A4' + BB' = 0. 


DESENVOLVIMENTO. Se forem paralelas, podemos escrever 


, 4 A' A B 
PERA ep O Rae EN 
Se forem perpendiculares, teremos: m = — a ou — A. B 
m' B A 


ou AA” + BB' = 0. 

11. Determinar a equação da reta que passa pelo ponto P; (2, — 3) e é para- 
lela à reta que passa pelos pontos 4 (4, )e B(-— 2,2). 

SOLUÇÃO. Retas paralelas têm declividades iguais. Seja P (x,y) um outro 
ponto da reta que passa por (2, — 3). Da condição de paralelismo concluímos: 

Declividade da reta PP; = declividade da reta AB. 
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Portanto, ? E dr Simplificando, resulta x + 6y + 16 = 0. 
Tt—-2 442 


12. Determinar a equação da reta que passa pelo ponto (— 2,3) e é per- 
pendicular à reta 2x + 3y + 6 = 0. 
SoLução. Duas retas perpendiculares têm coeficientes angulares inversos e 


de sinais contrários (condição de perpendicularismo). O coeficiente angular de 
2 


2z — 3y 4 6 = 0, que está na forma geral, é — a = E Logo, o coeficiente 


angular da reta pedida é — =” 


Designemos por P (g, y) outro ponto qualquer da reta pedida, que passa por 


(— 2,3) e tem coeficiente angular — E Podemos, pois, escrever: 
y—3S = — > (x + 2). Simplificando, obtemos 3x + 2y = 0. 


13. Determinar a equação da mediatriz do segmento que liga os pontos 
(7,49)e(— 1, — 2). 


SoLução. O ponto médio do segmento tem por coordenadas: 


amntm (1-1 9 enty (4-2 0 
Lo 2 2 , Yo 2 2 
4+2 


I+1 





Declividade do segmento = 


Co | na 


gular da mediatriz = — 


Seja (x, y) um ponto qualquer da mediatriz, agora definida pelo ponto (3, 1) 
e pelo coeficiente angular — 4/3. A equação pedida é y—- 1 = — Ê (x — 3), 
que, simplificada, dá 4x + 3y — 15 = 0. 


14. Escrever a equação da reta que passa pelo ponto (2, — 3) com incli- 
nação de 60º. 

SoLução. Seja (z, y) um ponto qualquer da reta, cujo coeficiente angular 
é tg 60º = 3. Então a equação pedida éy + 3 = 3 (z — 2). Simplifican- 
do, teremos V32-y-3-2/3=0. 


15. Determinar o valor particular do parâmetro k, de modo que: 
(a) 3kz + 5y + k— 2 =0 passe pelo ponto (— 1,4); 

(b) 4x —- ky—-7=0 tenha declividade igual a 3; 

(co) kz—-y=3k —6 tenha abscissa à origem igual a 5. 


SoLUçÕES. a. Façamos z=1 e y=4;3k(-—-D+5x44+k-2=0. 
Donde 2k = 18 ou k = 9. 
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b. Comparando com a forma 4z + By + € = 0, podemos escrever: coefi- 


: A 
ciente angular -=— B = — — = 3, donde k = S 


Ou então, reduzindo 43 — ky — 7 = 0 àformay=mz+Db,y= - z - + 


Então, coeficiente angular = - = 3, donde 3k = 40uk = a 


c. Para y =0, temos z = decr. 


= 5. Então, 3k — 6 = 5k, donde 
k=—3. 
16. Estabelecer as equações das retas de coeficiente angular — 3/*, que 


formam com os eixos coordenados um triângulo de 24 unidades de área. 


SoLUçÃo. A equação da reta de coeficiente angular — e e abscissa à ori- 
3 
4 
Para 7 =0,y =; paraspes D pa: 


Área do triângulo = > (produto das coordenadas à origem) = 


Então, 2b? = 3 x 24 ou b? = 36, donde b = + 6. As equações pedidas são: 
y = -So+60082+4y-24=0 edx+4y +24 =0. 


17. Determinar o lugar geométrico de cada uma das seguintes equações: 

(a) 2º + 8xy — 9y* = 0; 

(db) B-42 -2z4+4=0. 

SOLUÇÃO. 

a. Como a equação pode ser transformada, por fatoração, em (x — y) 
(x + 9y) = 0, seu lugar geométrico são as duas retas x — y=0e2x+9)=0. 

b. Fatorando, obtemos (x — 1)(xº —- 3x —- )=(z-—-1)(z+H1I)(z— 4) =0. 

Portanto, o lugar procurado são as três retas z-1=0, z+1=0e 
p—4 = 0. 


18. Um ponto móvel (x, y) mantém-se a uma distância da reta x = 5 igual, 
em valor absoluto, ao dôbro da distância à reta y = 8. Determinar a equação 
de seu lugar geométrico. 


SoLução. Distância de (x, y) à reta 2 = 5 = 2 [distância de (x, y) à 
reta y = 8), ou 2z-5=+2(y-—8). 
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Portanto, o lugar geométrico do ponto são as duas retas x —2y + 11 = 
=0ez+2y-21=00u(zx—-2y+11)(z+2y—2l)=0. 


Equação normal de uma linha reta. 

19. Traçar uma reta AB com os valores dados de p e w e escrever sua equação. 
(a) p= 5,wm= n/6 = 30º. (0) p=4,w=47%/3 = 240º, 
(b) p=6,w=27/3= 120º. (d) p=5,W=7n/4 = 315º. 





(a) (b) (c) (d) 


SOLUÇÕES. 


1 1 
9 V3+54-—5m0, 


a. zcos30º + ysen30º — 5 =0, ou 2 


ou V3z+y— 10 = 0. 
b. z cos 120º + ysen 120º — 6 = 0, ou -S2+5V3W-6=0, 
ou 4 — V3y +12 =0. 


ec. zcos240º + ysen 240º — 4 = 0, ou “2-5 V3W-4=0, 


ouz+V3y+8 =0. 


d. zcos315º +y sen 315º — 5 =0, ou 5? aro 5=o 
2 


V'2 


ourz-y—-5V2=0. 
20. Reduzir cada uma das equações dadas à forma normal e determinar 
peu. 
(a) V3z+4-9=0. (0) c+y+8=0. (e) 4y—-7m=0. 
(b) 3x — 4y —6 =0. (d) 124 — 5y = 0. (ND) z+5m=0. 
SoLuções. A forma normal de 4z + By +C =0 é 


A B C 
o Wl——— t+ yt+———————— 020. 
+ 4? + Bº + V42 + Bº + VA? + Bº 
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aVA=3,Bw=1, V42+B'=3+1=2. Como C(=—9) é ne 


gativo, V4º? + Bº recebe sinal positivo. A equação na forma normal é 


4/3 9 43 1 9 


1 
a Pra o) eae mp Pen Po 10 m 80. 


Como sen w e cos w são ambos positivos, w é ângulo do primeiro quadrante. 


bd. A=3,B= -—-4, VA? +Bº = 9416=5. A equação na forma nor- 
mal é 


4 6 3 
GI EV—s = 0, e cosw=—, senqy = — 


e 
5 5 5 5 


Pp = 5» 4 = 30652 


o) 


Sendo cos w positivo e sen w negativo, w é ângulo do quarto quadrante. 


c. A=1,B=1, V4+Bº="2. Como € (= +8) é positivo, o ra- 
dical recebe sinal negativo. A equação na forma normal é 


1 


1 l 
RG Da —-4/2=0,e coswmgsenw=--— 
3 Va 


2" 
p=442, w = 225º. 
Como cos w e sen w são ambos negativos, w é ângulo do terceiro quadrante. 


d. VA2+4+Bº = 144 +25 = 13. Como C = 0, o radical recebe o sinal 
de B(= — 5); isso tornará o sen w positivo, donde w < 180º. A equação na forma 
normal é 


12 5 
— T+igy=0,0cosw= — 


13 15» Cen q = p=0,w = 15723 


1 13º 
Sendo cos w negativo e sen w positivo, w é ângulo do segundo quadrante. 
e. Az=0,B=4, VA2+Bº=4. A equação na forma normal é 


4 7 7 7 
44 = 0, ouy— q =0,e coswm 0, sen q =1, p= cw = 90º 


f. 4=1,B=0, V42+Bº=1. A equação na forma normal é. 
sro, ou —z—-5=0,ecosw=-—l,senw=0,p=õ5wm= 180º 


21. Achar a equação das retas que passam por (4, — 2) e a uma distância (p) 
da origem igual a 2 unidades. 


SoLução. A equação da família de retas que passam pelo ponto (4, — 2) 
com declividade m é 


yv+2=m(zx—4),oumz-y-(4m+2)=0. 
A forma normal de mz — y — (4m+ 2) = 0, é 
mz — y-— (4m+4 2) = 


Lvm4l e 
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m+2 


O E 


- 2 ou (4m + 2)* = 4(m? 4 1). Resolvendo, obte- 


mos: m = 0, -— 


Às equações pedidas são y+2=06ey+2= “St -— 4) ou 47 + 3y — 
— 10 = 0. 

22. Calcular a distância d da (a) reta 8x + 15y — 24.= 0 ao ponto (— 2, — 3), 

(b) reta 6x — 8y + 5 = O ao ponto (— 1,7). 

SOLUÇÕES. 

a. A forma normal da equação é 


8z + 15y — 24 Si 8x + 15y — 24 =0. 
+ 8 +15 17 
d = A tdtstoa a. = = — 5. Como d é negativo, o pon- 


to (—- 2, — 3) e à origem estão do mesmo lado da reta. 
db. A forma normal da equação é 


6x — 8y + 5 Os bz -Sy+H5 o, 
-V6 +(— 8) — 10 
d m tt oimarito = Aa = 5,7. Como d é positivo, o ponto 


(— 1,7) e à origem estão em lados opostos da reta. 
23. Determinar as equações das bissetrizes dos ângulos formados pelas retas. 
(L;) 32 — 44 + 8 = 0 Y 

e (Ls) 5x — 12y — 15 = 0. 






Ls, 

SoLução. Seja P' (x', y) um Poe, yo 

ponto qualquer da bissetriz Ls (Fig. / ES 

34). 'Temos, então, / | + 

dy 

37º — 4y' +8 / 
=5 , 

bx" + 12y' — 15, 

13 


Em valor absoluto, di e da são 
iguais para todos os pontos de Ls. 





dy = 


dy ma 


P' e a origem estão do mesmo la- 
do de L1, mas em lados opostos de La. 
Logo, di é negativo e ds é positivo 
ed=—ds. Fig. 34 
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Então, o lugar geométrico dos pontos tais como P' é 
3 —4/ +8 57 +12 15, 
— 5 13 
Simplificando e suprimindo os acentos, a equação de Ls se torna 14x — 112y +- 
+ 179 = 0. 
Anâlogamente, seja P”' (x”', y') um ponto qualquer da bissetris Lg. Como P” 
e a origem estão em lados opostos de L; e Ls, ds e d, são ambos positivos e dy = dg. 


Então, o lugar geométrico de pontos tais como P” é 


32" o 4y” + 8 = be” + 124” im 15 . 
— 6 13 


Simplificando e eliminando os acentos, a equação de Ls se torna 64x + 8y + 
+ 29 = 0. 


Note-se que Ls e L« são perpendiculares, pôsto que seus coeficientes angulares 
são inversos e de sinais contrários. 


24. Estabelecer as equações das paralelas à reta 127 — 5y — 15 = 0, sepa- 
radas dela por uma distância de valor absoluto igual a 4. 
SoLução. Seja P' (x', y) um ponto qualquer da reta pedida. 


127' — 5y' — 15 


13 = + 4, 


Então, 


Simplificando e eliminando os acentos resultam as equações: 
12x — 54 — 67 = 0 e 12x —- 54 +37 =0. 


25. Determinar o valor de k, de modo que a distância d da reta 8x + 15y + 
+ k = O ao ponto (2,3) tenha o valor absoluto de 5 unidades. 


8X 2+15X3+kKk 
+ 17 


Resolvendo, k; = — 146, ky = 24. 


SOLUÇÃO. d m - + 5. 


26. Determinar o ponto de interseção das bissetrizes dos ângulos internos 
do triângulo, cujos lados são segmentos de 


(Ln) iz —-yv+11=0, 
(La) z+y+I15=0, 
(La) iz + 17y +65 = 0. 
SoLução. O ponto de interseção (A, k) é o incentro do triângulo (centro do 
círculo inscrito) (v. Fig. 35). 
Então, a distância 


n-k+U 
de (h, k) a Li ca 


de (h, k) a a 6 gm E, 
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Th + 7k +65, 
— 338 
As três distâncias são negativas, pôsto que o ponto e a origem estão do mesmo 
lado de cada reta. Então, d; = dy = ds. 


de (Ah, k) a Ly é dy = 


th -—-k+11 a h +k — 15 


Como d, = ds, = * Simplificando, 3h + k= 16. 


-5V2 V2 
n-kAN MANK+AOS 
Como d=d; ———>-— = ————— ——.. Simplificando, 
RD RALO -342 E 
4h — 7k «= 13. 


Resolvendo 3h+Kk = 16 e 4h-—7k = 13, simultâneamente, obtemos 
h= Ok =. 





Fig. 35 Fig. 36 
27. Dado o triângulo A(— 2, 1), B(5, 4), C(2, — 3), determinar o compri- 
mento da altura traçada do vértice 4 e a área do triângulo. 
SoLução. (V. Fig. 36). 


V+3 O 4+83 
Equação de BC: =9 5-2 





ou 7x —3y —-23=0. 


(—-D)D-3X1-23 


— 40 
v49+9 v 58 
Comprimento de BC = V(5-2)+(4+3) = 58 


Distância de BC até A m 


40 
v 58 





Área do triângulo = ( “58 - ) = 20 unidades de área. 
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Famílias de retas 


28. Determinar a equação da família de retas 
(a) cuja declividade é — 4. 
(b) que passam por (4, 1), 
(c) cuja ordenada à origem é 7, 
(d) cuja abscissa à origem é 5, 
(e) que apresentam soma de coordenadas à origem igual a 8, 
(/) cuja ordenada à origem é o dôbro da abscissa à origem, 
(g) que têm uma das coordenadas à origem igual ao dôbro da outra, 
em valor absoluto. 


SoLUÇÕES. Em cada caso, consideremos k uma constante arbitrária ou pará- 
metro da família de retas. 


a. Seja k a ordenada à origem da família de retas de coeficiente an- 

gular igual a — 4. 
De y = mz + b, tiramos a equação pedida: y = — 4z + koud4z + y—k = 0. 
b. Seja k a declividade do sistema de retas que passam pelo ponto (4, 1) 


Operando a devida substituição em y — qn = m(x — x), obteremos a equa- 
ção pedida: 


y-l=bk(z—-4)ou kz —-y+1l-—-4k=0. 
c. Seja k o coeficiente angular da família de retas, cuja ordenada à origem 
é 7. De y=mz + b, tiramos a equação pedida: y=kz + 7 ou kz-y 4 7=0. 
d. Sejako coeficiente angular do sistema de retas com abscissa à origem 5. 
De y-ym =m(z — 1), deduzimos a equação pedida: 
y-0=k(z-—5S)ou kz —y — Bk = 0. 


e. Seja k a abscissa à origem da família de retas. Logo, a ordenada à 
origem é 8 — k. 





z y á ” z y 
De — So TE  — = 
e o + b 1, tiramos a equação procurada k + 8 — 1 ou 


(8 -—-k)z+ky-—8Sk +kº = 0. 


j. Seja k a ordenada à origem. Logo, + = abscissa à origem. 


sd ua x ace eae E 
De : + b 1, obtemos a equação pedida: 2 de ke tl ou 2zx+y 
— k = 0. 

ordenada à origem ' 
abscissa À origem 


origem vale, em valor absoluto (+), o dôbro da ordenada à origem, o coeficiente 


g. Declividade de uma reta = Quando a abscissa à 


angular da reta é + 5 ; quando a ordenada à origem é igual, em valor absoluto, 
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so dôbro da abscissa à origem, o coeficiente angular da reta é F 2. Seja k a or- 
denada à origem. Então, de y = mz +, deduzimos as equações pedidas dos 


sistemas de retas que sãoy= tosthey==2+h. 


29. Determinar a equação da reta que passa pelo ponto (— 2, — 4) e tem 
a soma das coordenadas à origem igual a 3. 

SoLUçÃo. A equação do sistema de retas que passam pelo ponto (— 2, — 4) é 
v+4 = m(z+2). 


Para x =0,y=2m- 4; a a ee, 


4 —-2m 
m 


A soma das coordenadas à origem é 3; logo, 2m — 4 + = 3. 


Simplificando, vem 2m? — 9m + 4 = 0. Fatorando, resulta (2m — 1) (m — 4) = 0; 


donde m; = > ma = 4. 


Substituindo êstes. valores dem em y + 4 = m(z + 2), obteremos as equa- 
ções y+4= - (r+tW)eyt+4=4(7142) ouz-2Q-6=00 4 —-y+ 
+ 4 =0. 

30. Achar a equação da reta que passa pela interseção de 3x — 2y + 10 = O 
com 4x +3y — 7 = 0 e pelo ponto (2, 1). 

SoLução. 37 — 2y +10 + k(4k +3y — 7) = 0 é a equação do feixe de 
retas que passam pels interseção de duas retas dadas. 

Como a reta procurada passa por (2,1), temos 

3X2-2X1+104+Kk(4X2+3X1-7)=0. 
Resolvendo, obtemos k = — 7/2. A reta pedida é, pois, 


3-2 +10-T (42 439 —7)=0, ou 22x + 25y — 69 = 0. 
Sl. Achar a equação da reta perpendicular a 4x +-y — 1 = 0, que passa 
pela interseção de 2x — 5y 4+3 =0comz — 3y — 7 =0. 


SoLução. A declividade de 4: +y—-1=0 é — 4. Então, o coeficiente 
angular da reta pedida é 1/4. 


A equação do feixe de retas que passam pelo ponto de interseção de 27 — 5y + 
+3=0ez-3y-7=06 


2 —-y+3+hk(z-3Y-N)=00u(2+h0z-(5+3k)y +(3 — 7h) = 0. (1) 


2+k 


5 + 3k e a declividade da reta 


A declividade de tôda reta dêsse sistema é 
pedida é 1/4, 


Então 
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2 + k 
5 + 3k 


= + Resolvendo, obtemos k m — 3. 


Substituindo k por — 3 em (1), teremos a equação pedida x — 4y — 24 m 0. 


PROBLEMAS PROPOSTOS 


à. Escrever as equações das retas que satisfazem às seguintes condições: 
passam por (0,2), tendo m = 3. Resp.:y— 3x —-2=0 
passam por (0, — 3), tendo m = — 2. Resp: y+271+3=0 
passam por (0,4), tendo m = 1/3. Resp.: x — 3y +12 = 0 
passam por (0, —1), tendo m = 0. Resp: v+1 =0 
passam por (0,3), tendo m = — 4/3. Resp.: 42 +3y — 9 =0 


(a) 
(b) 
(c) 
(d) 
(e) 


9 


(a) 
(b) 
(c) 
(d) 
(e) 
(9) 


(2, —- 3)e (4,2). Resp.: 
(— 4,D)e(3, — 5). Resp.: 
(7,0) e (0, 4). Resp.: 
(0,0) e (5, — 3). Resp.: 
(5, — 3) e (5, 2). Resp.: 
(— 5,2) e (3,2). Resp.: 


Escrever a equação da reta que passa por: 


oz — 2y — 16 =0 
6x +7y +17 =0 
42 +7y—- 28 =0 


dz + 5y = 0 
2—-5=0 
v—2=0 


9. Dado o triângulo de vértices A(— 5,6), B(— 1, — 4) e €(3,2), 


a. deduzir as equações das medianas. 


Resp.: 7% +6y -1=0,2+1=0,7-6+9 = 0. 


b. determinar analiticamente as coordenadas do ponto de interseção 


das medianas (baricentro). 
Resp.: (— 1, 4/3). 


4. a. Deduzir as equações das alturas do triângulo do problema 3. 
Resp.: 2z+3y -8=0, 2 —-y-—-2m0, 22—-5y+4m=0. 


b. Deduzir dessas equações as coordenadas do ponto de interseção das 


alturas (ortocentro). 


Resp.: (55): 


Determinar as equações das mediatrizes dos lados do triângulo do 


problema 3. 


Resp.: 2x —- 5y+11=0, 2z-y+6=0, 2z+3y+1I=o0. 


db. Resolver as equações obtidas para determinar as coordenadas da 
interseção das mediatrizes (circuncentro). 


Resp.: (— 19/8, 5/4). É o centro da circunferência circunscrita ao 


triângulo. 
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6. Demonstrar que os pontos de interseção das medianas, das alturas e das 
mediatrizes dos lados do triângulo do problema 3 estão em linha reta. 


Resp.: 2x — 33y + 46 = 0. 
7. Determinar a equação da reta que passa pelo ponto (2, 3), de modo que 
a abscissa à origem seja o dôbro da ordenada à origem. 
Resp: x+2y — 8 = 0. 
8. Determinar o valor de K na equação 2z + 3y + K = 0, de modo que 


esta reta forme com os eixos coordenados um triângulo de 27 unidades de área. 
Resp.: K = + 18. 


9. Determinar o valor de K, de modo que a reta 2z + 3Ky —13 = 0, passe 
pelo ponto (— 2, 4). 
Resp.: K = 17/12. 


10. Determinar o valor de K, de modo que a reta 3x — Ky — 8 = 0, faça 
um ângulo de 45º com a reta 2x + 5y — 17 = 0. 





Resp.: K, = t; Ko = O —- ; 


1. Determinar o ponto da reta 32 + y + 4 = 0, eqiiidistante de (— 5, 6) 
e (3, 2). 
Resp.: (— 2,2). 
12. Achar as equações das retas que passam por (1, — 6), sabendo que o 
produto das coordenadas à origem de cada reta é 1. 
Resp: 9x +y —-3=0, 424442 =0. 
13. Determinar a equação da reta com abscissa à origem — 3/7 e perpen- 
dicular a 3x + 4y — 10 = 0. 
Resp.: 28x — 21y + 12 = 0. 
14. Achar a equação da perpendicular à reta 27 + 7y — 3 = O em sua in- 
terseção com a reta 3z — 2y + 8 = 0. 
Resp.: 7x — 2y + 16 = 0. 


15. Traçar as retas definidas pelos valores dados de p e w e escrever suas 
equações. 

(0) p = 6, w = 30º. Resp: V3z+y-—12=0 

p= V2,0=7/4. Resp:izty-2Z2m=0 

()p=3, wm27r/3. Resp: z— V3y +6 =0 

(d)p = 4, wm7a/s, Resp: z—-y—-4V2=0 

()p =3, w m 00. Resp.: x — 3 m 0 

(D)Dp = 4, wm37/2. Resp: y+4=0 


16. Reduzir cada uma das equações das retas dadas à forma normal. De- 
terminar p e w. 
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(a). x—-3y+6=0. 

















z 3 6 3/10, ; 
Resp: -—-="+—=— - —=>= 0, pm UV O w=10R826 
Vl v10”” VT á 5 
(b). 2x +3y — 10 = 0. 
2 3 10 10 13 ; 
Resp: = t+ —=y- == =0, p=" "2, w=56º19 
E 13 v12 3. 


(c). 3x +4y — 5 =0. 


Rep: Catou-1=0, p=1,w= 58 


(d). 5x + 12y = 0. 
12 


13 7=0 p=0, w = 6723 


Resp.: + z + 


(e). z+ty—-NV2=0. 


va ty 1-0 p=1,w=T/4. 

17. Determinar as equações e as coordenadas de interseção das bissetrizes dos 
ângulos internos do triângulo formado pelas retas 41 — 3y — 65 = 0, 7x — 24y + 
+55 =0e3+4+4y —-5=0. 

Resp.: 9x — 13y —90=0, 2x+1ly—-20=0,77+74=70 =0, 
Ponto (10, 0). 


18. Determinar as equações e o ponto de interseção das bissetrizes dos âne 
gulos internos do triângulo formado pelas retas 71 +6y —-11=0, 9% —2y+ 
+7=0e 6x —7y — 16 =0. 

Resp.: z+tH13y4+5=0, 5r-3y-3=0, 4rty-1l=0. 
Ponto (6/17, — 7/17). 
19. Determinar as equações e o ponto de interseção das bissetrizes dos ân- 


gulos internos do triângulo formado pelas retas y = 0, 3z — 4y =0e 47 + 3y — 
— 50 = 0. 


Resp.: 


Resp.: v-—-3y=0, 27144y-25 =0, iz —y— 50 = 0. 
Ponto (15/2, 5/2). 
20. Determinar a interseção das bissetrizes dos ângulos internos do triân- 
gulo, cujos vértices são (— 1,3), (3,6) e (31/5,0). 
Resp.: (17/7, 24/7). 
21. Achar as coordenadas do centro e o raio do círculo inscrito no triângulo 
formado pelas retas 157 — 8y + 25 = 0,3 — 4y — 10 = 0e5z+4 12y — 30 =0. 
Resp.: (4/7, 1/4). Raio = 13/7. 
22. Calcular o valor de K, de modo que a reta y + 5 = K(xz — 3) fique à 
distância de 3 unidades da origem, em valor absoluto. 


Resp.: K| = — 8/15; K,; = o, 
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23. Atrajetória de um ponto é tal que sua distância à reta 5x + 12y— 20 = 0 
é sempre igual ao triplo de sua distância à reta 4x — 3y + 12 = O. Determinar 
a equação da trajetáíria (lugar geométrico). 


Resp.: 18lz — 57y 4368 = 0, 13lz — 177y + 568 = 0. 
24. Um ponto se desloca de modo que o quadrado de sua distância a (3, — 2) 


é igual, em valor absoluto; à sua distância à reta 5x — 12y — 13 = O. Determinar 
a equação de seu lugar geométrico. 


Resp.: 137º + 13yº — 73x + 40y + 156 = 0, 
137º 4. 13y? — 83x + 64y + 182 = 0. 
25. Determinar dois pontos da reta 5z — 12y + 15 = 0, situados a 3 uni- 
dades de distância da reta 3x + 4y — 12 = O (valor absoluto). 
33 45 ( 12 15 


Resp.: 714) 7' 28) 


26. Determinar duas paralelas a 87 — 15y + 34 = 0, que fiquem a uma 
distância de (— 2,3) igual a 3 (valor absoluto). 
Resp.: 8x — 15y 4 112 =0, 8r — 15y+4 10 =0. 
27. Um ponto se move de modo que sua distância a 3z — 4y —-2=0 é 
sempre igual à distância ao ponto (— 1,2). Deduzir a equação de seu lugar geo- 


métrica. 
Resp.: 16x? + 241y + 9yº +62z — 116y + 121 = 0. 


28. Determinar o comprimento da altura de 4 ao lado BC e determinar a 
área do triângulo, cujos vértices são: 
(a) A(— 3, 3), B(5, 5), C(2, si 4). 


11/10 
5 


Resp.: h = ;S = 33 unid. área. 


(b) A(s, 6), B(, a 4), C(— 4, 0). 


66 41 


21 : S = 33 unid. área. 


Resp.: h = 


(c) A(— 1,4), B(1, — 4), C(5, 4). 
1245 
5 


Resp.: h = : S = 24 unid. área, 


(d) A(0,4), B(5,1), C(, — 3). 
Resp.: h m 42; S = 16 unid. área. 


29. Para cada uma das seguintes equações de reta, calcular o valor de K, 
de modo que a condição correspondente seja satisfeita. 


(a) (2 + K)x — (3 — K)y + 4K + 14 = 0; passa pelo ponto (2, 3). 
Resp.: K = — 1, 
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(6) Kz + (3 — K)y 4+7 = 0; valor do coeficiente angular, 7. 
Resp.: K = 7/2. 
(co) 6x — 12y +3 4 K = 0; a reta dista 4 unidades do ponto (— 3,2), 
em valor absoluto. 
Resp.: K = — 16, K = 88. 
30. Achar a equação da reta que passa pelo ponto de interseção de 3z — 5y + 
+9=0e47x+7y — 28 = 0, satisfazendo à condição: 
(a) passa por (— 3, — 5). 
Resp.: l3z — 8y — 1 = O 
(b) passa por (4, 2). 
Resp.: 38x + 87y — 326 = O 
(c) é paralela a 2x +3y — 5 =0 
Resp.: 82x + 123y — 514 = O 
(d) é perpendicular a 4x + 5y — 20 = 0 
Resp.: 205z — 164y + 95 = O 
(e) as coordenadas à origem são iguais. 
Resp.: 41x + 41y — 197 = 0, 120x — 77y = 0. 


Sl. Determinar a equação da reta que passa pela interseção de 2 — 3y + 
+1=0e27+5y-—9 = 0, distando da origem: (a) 2, (b) 5 unidades de 
comprimento. 

Resp.: a. 2-2=0,32144y-10=0; db. 2r+y-—-5=0. 


CarírTULO 4 


CIRCUNFERÊNCIA 


Uma circunferência é representada por uma equação do se- 
gundo grau com duas variáveis. A recíproca é verdadeira sômente 
para certas formas de equações do segundo grau. 


Uma circunferência está completamente determinada quando o 
centro e o raio são conhecidos. 


A equação da circunferência de centro (A, k) e raio r é: 
(x — hº + (y — ko)? = 1º. 
Quando o centro é a origem, a equação se transforma em: 
gv ty =p, 

Tôda equação da circunferência pode ser reduzida à forma 
2 +77 + Drx+ Ey4+F=0. 

Se escrevermos esta equação na forma 
2+D+y+Ey+F=Oo, 


e completarmos os quadrados, teremos 


D? KB. 2 
t+D+ o +yA += + EF 
4 4 4 
D NY Dº + 
ou (:+2) +(4+£)- DAE tr Eca 
D E : 
O centro está situado no ponto | — 270 )º0 raio 


= DVD EF 
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Para D? + Eº — 4F > 0 à circunferência é real. 
Para Dº+4 Eº — 4F < Q à circunferência é imaginária. 


Para Dº + Eº — 4F = 0 o raio é nulo e a equação representa 


O onto ( — 2 -E) 
P 2' 7 


PROBLEMAS RESOLVIDOS 


1. Escrever a equação da circunferência de centro no ponto (— 2,3) e raio 4. 
SOLUÇÃO. 

(+22 +(y—-3)2=16o0uzl4+y)+4—by=3. 
2. Dada ums circunferência por sua equação xº+ y'— 3z+ 5y— 14 = 0, 


determinar as coordenadas do centro e o raio (a) completando o quadrado, (b) pela 
fórmula. 


SOLUÇÃO. 
a. 
9 25 9 25 
2 — Edo 2 E du o pe 
z ds + Ty + ta e a 
ou : ; 
3 5 90 
(e-2) +(+5) -% 
Portanto, o centro é o ponto ( - “+ )eoraio, re 3/10, 
b. 
aee DD cedo os an or nei DA -1 VD LEDAF = 
h=e-Ssqh=-- 7 e r=5VD+E 4F 


-À 9725545 - 2M10, 


3. Determinar o valor de k, de modo que x? +%y — 82: + 10y +k =0 
seja a equação de uma circunferência de raio 7. 


SOLUÇÃO. 
Como r => DE ar, temos 1=54 64 + 100 — 4k. 
Elevando ao quadrado e resolvendo, obtemos k = — 8. 


4. Deduzir à equação da circunferência, cujo centro é (5, — 2) e que passa 
pelo ponto (— 1, 5). 

SoLução. O raio da circunferência é r=V6+I)*+(-2-—5) = 
= 36 +49 = 85. 


Então, temos a equação (x-52+(y+2) =85 ou zxº+y — 10x + 
+ 4y = 56. 
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5. Achar a equação da circunferência que tem por diâmetro o segmento 
que une os pontos (5, — 1) e (— 3,7). 





— 3 — 1+7 


SoLUÇÃO. As coordenadas do centro são A = 2 = 1,k m 2 = 3. 


Ornioér=V(6-12+(-1-32=V16 +16=442. 
Então, a equação pedida é (Lz—- 1)2+(y-32=32 ou zxº+y)—2z — 
— 6y = 22. 


6. Instituir a equação da circunferência que passa por (0, 0), sabendo que 
r = 13 e que a abscissa do centro vale — 12. 


SoLução. (Como à circunferência passa pela origem, temos 
hº4+kº=r?ou 144 +Kkº = 169. 


Resolvendo, vem k?=169-— 144=25, y 
donde k = + 5. 


Há, pois, à considerar duas equa- 


ções (Fig. 37): | 
(2 +12? +(y — 5) = o 
e 
(r+122+(y+5) = 169. A 


Desenvolvendo e reduzindo, obte- 


| 
fd 
O 
«o 





mos 
g2 4 y = 24x — 10y = 0 
z + yº + 247 + 10y = 0. Fig. 37 
7. Determinar a equação da circunferência que passa pelos pontos (5, 3), 
(6, 2) e (3, =: 1). 
SoLução. Cada uma das formas típicas 
(s-ht+(y—-k2="" ou ?+f+4+Dz+Ey+F=0, 
contém três parâmetros independentes. São, pois, necessárias três condições 
para determinar êsses coeficientes. Como a circunferência deve passar pelos pon- 
Y tos dados, podemos formar um sistema 
de três equações lineares em D, E e F. 
Cada equação resulta da substituição de 
ze y pelas coordenadas dos pontos. Te- 
mos, então 
25+9+5D +3E+F =0, 
36 +4+6D+2E+4F =0, 
9+1+3D- E+F=0. 





Resolvendo o sistema, obtemos, 
Fig. 38 D=-8E=-2eFxail2Z. 


A equação da circunferência (Fig. 38) é, por conseguinte, 
2 +y —-8r—-2W +12=0. 
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X 8. Achar a equação da circunferência que passa pelos pontos (2,3) e (— 1,1) 
e tem centro na reta vz — 3y — 11 = 0. 


SoLução. Sejam (h, k) as coordenadas do centro da circunferência (Fig. 39). 
Como (h, k) deve ser eqiuidistante de (2,3) e de (— 1, 1), podemos escrever: 


Vh-MP+k-3Bav(h+I+(k— 1? 


Elevando ao quadrado e simplificando: 6h + 4k = 11. 


Como o centro deve pertencer à reta x — 3y — 11 = 0), temos h — 3k = 11. 


Resolvendo o sistema formado com as duas equações, obtemos h = - 


km — >. 
2 2 — 
Então, r = (5 +1) +(-5-1) = 1. 
42 2 2 
A equação pedida é 


2 2 
(=- 5) +(1+5) - ou q +ty-Tr+S5y—l4=0. 





Fig. 39 





9. Achar a equação da circunferência 
inscrita no triângulo formado pelas retas Fig. 40 


Li :22:-3y +21 =(, 
Lo: 3x —-2y — 6=0, 
Ls :2zx+3y+4 9=0. 


SoLução. O centro da circunferência é o ponto de interseção das bissetrizes 
dos ângulos internos do triângulo. Precisamos, pois, conhecer as equações dessas 
bissetrizes. Sejam (Ah, k) as coordenadas do centro. Para a bissetriz (1), temos 
(Fig. 40): 
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2h —-3k + 21 = 3h — 2k — 6 
—-V13 V13 
Para a bissetriz (2): 


2h + 3k +9 2h —-3k + 21 
Cevo can” ou 6k — 12 =0. 


ou h-k+3=0. 


ida dedo; steps ED OO Dava. 
13 13 
Substituindo em (x — h)? + (y — k)? = r?, obtemos 
(c+1I?+(y—2)?=130u1+yº +22 —4y mB. 


10. Deduzir a equação da circunferência circunscrita ao triângulo formado 
pelas retas 


t+ty=8, 
27 + y = l4, 
dr + y = 22. 


SoLução. Resolvendo as equações 
aos pares, verificamos que os vértices 
do triângulo são (6,2), (7,1) e (8, — 2). 
(Ver Fig. 41). 

Substituindo as coordenadas dêsses 
três pontos na equação geral xº + yº + 
+ Dx + Ey 4 F = 0, obtém-se: 


6D+2E+F = — 40, 





D+ E+F=-5, 
8D —- 2E 4-F = — 68. Fig. 41 
A resolução do sistema acima dá D = — 6, E=4eF=-— 12. 


Levando-se êstes valores à equação geral, resulta 2º + y* — 6x + 4y — 12 = 0. 


1. Deduzir a equação da circunferência com centro em (— 4, 2) e tangente 
à reta 3x + 4y — 16 = 0. 


SoLução. O raio pode ser determinado pelo cálculo da distância de (— 4, 2) 
à reta. 


à = [30-49 +4X2 — 16 


— 4 
õ 


ou 4. 





.» 
5 











A equação pedida é (r+H4+(y—-2) =16 ou 2? +y! +8r—d4y+ 
+ 4 = 0. 

12. Deduzir a equação da circunferência que passa pelo ponto (— 2,1) e é 
tangente à reta 3x — 2y — 6 = O no ponto (4, 3). 

SoLução. Como a circunferência deve passar pelos dois pontos (— 2,1) e 
4,3), seu centro está situado, ao mesmo tempo, na mediatriz do segmento que 
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liga êsses pontos e na perpendicular levantada no ponto (4,3) da reta 3x — 2y — 
— 6 = O (Ver Fig. 42). 

A equação da mediatriz do segmento é 3x + y — 5 = 0. 

A equação da perpendicular a 32 — 2y — 6 = 0, no ponto (4, 3), é 27 + 3y— 
-=l17=0. 


Resolvendo simultâneamente as equações 2z+-3y-—-17=0 e Iz+ty— 


— 5 = 0, obtemos x = se 1 E Logo, 
7 7 
ql S)s(-D)-7vm 
À equação pedida é (= + =) +(u- +) E” 


ou 
772 4 7yº + 47 — 82y 4 55 = 0. 


Y P, (Xs.ya) 





Fig. 42 Fig. 43 


13. Deduzir a equação do lugar geométrico dos vértices dos ângulos retos de 
todos os triângulos retêngulos. cuja hipotenusa comum é o segmento que liga os 
pontos (0,b) e (a, b). 

SoLução. Seja (x, y) o vértice de qualquer um dos ângulos retos. Como 
os dois catetos são perpendiculares, a declividade de um dêles deve ser o inverso 
da declividade do outro, com o sinal trocado. Temos, pois, 

v—b 1 T-—a, 
2-0 yv—b ee y—b 
s—a 











Simplificando, obtemos (y—b)? = —z(x—a) ou 2º +yl—az-— 2by + 
+ b? = O (uma circunferência). 


14. Calcular o comprimento da tangente tirada pelo ponto Pi (71,21) à 
circunferência (z — h)? + (y — k)? m 2, 
SoLução. Da Fig. 43 tiramos 


[2 = PC? r, 
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ou P=(m-hN+(yn—-k?-—r, 
e l=V(m-hi+n-ki—r. 


Donde se conclui que o comprimento da tangente tirada de um ponto exterior 
a uma circunferência é igual à raiz quadrada do valor assumido pelo primeiro 
membro da equação dessa circunferência (na forma proposta), quando se substi- 
tuem as variáveis pelas coordenadas do ponto. 


15. Dejinição. O lugar geométrico dos pontos, pelos quais se podem traçar 
tangentes iguais à duas circunferências, é uma linha rcia chamada eixo radical (*). 


Deduzir a equação do eixo radical das circunferências. 
2 +ytdz+hay+h=o 
ou 2 +y +dz+Hey+S=0. 
SoLução. Seja P'(x',y”) um ponto qualquer do eixo radical. 
Temos, então, 


h=V22+yº + +eay +h 
e b=V22+yº + da +ey' +fo 
Como h=l, V22+yº+do +ey tha 
=V22+y? 4 dr +ey + 
Elevando ao quadrado, simplificando e suprimindo os acentos, vem 
(di —-d)z+(g-e)yth-—J2=0, 
que é a equação de uma linha reta. 


16. Escrever a equação da família de circunferências que passam pelas inter- 
seções de duas circunferências dadas. 


SoLução. Sejam as duas circunferências secantes 
*+ytds+teayth=0e2+y+da+ey-+)=o0. 
É claro que 2 +ytLdzteyth+K(L+y+dz+ey+S) =0, 


representa o sistema considerado, porquanto as coordenadas do pontos de inter- 
seção devem anular o primeiro membro de cada uma das circunferências dadas. 


Para todo valor de K, exceto — 1, teremos uma circunferência. ParaK = —1, 
o lugar se reduz a uma reta, que é a corda comum às duas circunferências. 


17. Achar as equações das circunferências que passam pelos pontos A(l, 2) e 
B(3, 4) e são tangentes à reta 3x + y — 3 = 0. 


(*) Demonstra-se em geometria que, se várias secantes forem traçadas de um ponto P a uma 
circunferência C, o produto dos dois segmentos determinados em cada secante pelo ponto P e pelos 
pontos de interseção com a circunferência é constante. Dá-se ao produto constante o nome de 
potência do ponto P em relação à circunferência C. Dal: 


OUTRA DEFINIÇÃO — Eizo radical é o lugar geométrico dos pontos de igual potência em re- 
ação a duas circunferências dadas. (N. do T.). 
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SoLução. Determinemos as coordenadas do centro, C(h, k). Sabemos que 
CA =CBeCA=CN; 


logo, 
A-DAK-B=h-3P+(k— a 
3h +k—3) 
e h— 12 +(k— 2) = (2). 
Desenvolvendo e simplificando, temos o sistema 
h+k=5 
e hº [ 9k? — Ghk — 2h — 34k 441 = 0. 


Resolvendo estas equações simultâneas, vem hj=4,k=1lehoy=3/2, 
ko = 7/2. (V. Fig. 44). 
3h + k—3 PA — 
+“, tiramos n= "—5=— = V10 
10 1/10 
; 92 +7/2 —-3 


É a "10 


Tendo em vista agora a forma (z— A)? + (y — k)? = r?, podemos escrever: 
2 


2 
>) (1-5) Jo 
10 e (= 2 + |y 2 4! 
equações que se reduzem a 2º +-y' —8rx—-2y+7=0ezx+y—-3 —Ty+ 
+ 12 = 0. 


Der = 


= 4 10/2. 


(r-42+(y-— 1)? 





Fig. 44 Fig. 45 


18. Deduzir a equação da circunferência de raio 5, tangente a 
3z + 4y — 16 = 0 em (4, 1). 

SoLução. 'Tomemos (h, k) para coordenadas do centro. Temos, então 
3h 4- 4k — 16 


5 = +5 ou 3h+44k — 16 m + 25. 
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Temos também (h —- 42 +!k-—- 1)? =25 ou h24-k? —-8h-—-2k =8. 

Resolvendo simultâneamente, encontramos duas soluçtes: (7,5) e (1, — 3). 

As equações das circunferências correspondentes são (x — 72 + (y — 5) = 25 
e(r-1"+(y+3) = 25. 

19. Instituir as equações das circunferências tangentes às retas 3x — 4y + 
+1=0€e47z+3y-—-7 =0, que passam pelo ponto (2, 3). 

SoLução. 'Tomemos (h, k) para coordenadas do centro. Temos, então, 


Sh 4k +10 4M+3k—7 


E. = 5 ou Th-—-k-—-6=0 (a) 
Considerando que r = EA, 
temos ainda (A — 2)? + (k — O — e at 
ou 
16h? + 9k? — 106h — 142k + 24hk 4 324 = 0. (b) 


Resolvendo (a) e (b), simultâneamente, determinamos dois pares de coorde- 
nadas dos centros: (2,8) e (6/5, 12/5), (V. Fig. 45). 
Utilizando (2,8) como centro, temos 
r=3h-—-4k+1 6-32+41 
dl Di => e5; 
— 5 — 5 


a equação da circunferência é (x — 22 + (y — 8) = 25. 


1 . : 
- 2) como centro, temos rs = 1; à circunferência é: 
2 


2 
E alga a 
(: " ) Ei Ep So 
20. Escrever a equação da circunferência tangente às retasz +y+4=0e 


7x —y+4=o0, com centro na reta 42 + 3y — 2 = 0. 
SoLução. Sejam (h, k) as coordenadas do centro. 


Empregando agora ( 


Temos então 
h+k+4 = Moka 
V2 5 V2 


ou 

h-3k«: -8=0e3h+k+6=0, 
que são as equações das bissetrizes dos 
ângulos das duas retas. (Como o centro 
deve pertencer a 4x + 3y — 2 = 0, temos 
4h + 3k: — 2 = 0. Resolvendo simul- 
tâneamente esta equação eh — 3k — 8 = 
= (), obtemos h = 2, k = —2.(V. Fig. 46). 


2 dd. oa 


Portanto, ri = 2 2 2, 
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e a equação de uma das circunferências é: 
(r—-22+(y+2) = 
Resolvendo o sistema 4h +3k —-2=0 e 3h+Kk+46=0, obtemos 
h=—-4, k =6e, em seguida, fa =3 42. Entãoa equação da outra circun-. 
ferência é (xr +42 +4(y — 6) = 


21. Determinar o lugar geométrico descrito pelo ponto (x', y), que se move 
de modo que a soma dos quadrados de suas distâncias às retas 57 + 12y — 4 = 0 
e 12x — 54 +4+ 10 = 0 é igual à 5. 


, , es 
SoLUÇÃO. A distância de (7',y) a 52 + 12y — 4=0 é de + 12y — 4 





13 
sala pe E NR e 
2 
i 5r' + 12y' — 4 ) 127" -- 5y' 4- 10 ) 
Então ( 13 PU aa 13 5. 


Simplificando e eliminando os acentos, vem 169 xº + 169yº + 2007 — 196y = 
= 729, equação de uma circunferência. 


22. Determinar o lugar geométrico dos pontos (x,y), sabendo que a soma 
dos quadrados de suas distâncias a (2,3) e (— 1, — 2) é 34. 

SoLução. (r-2+(y-3+(z+H1I)+(y+2)= 34. Simplificando, 
obtemos 7º + y' —- z —y=8. É uma circunferência. 

23. Estabelecer a equação do lugar geométrico dos pontos (x, y), cuja razão 
das distâncias a (— 1,3) e a (3, — 2) é ajb. 
VELMEG 
V(-32+(y+2? 
simplificando, temos a equação pedida (b? — a?) zº+(b?—a?) yº+2(b” + 3a?) x — 
— 2(3bº 4 20º)y = 130º — 10b2?, que é de uma circunferência. 


24. Deduzir a equação do lugar geométrico dos pontos (x, y), sabendo que 
o quadrado de sua distância a (— 5, 2) é igual à sua distância a 5x + 12y — 26 = 0. 
SoLução. (2 +5)+(y-2) = + SE tlty md es es 
plificando, temos 137º + 13y? + 1257 — 64y + 403 = 0 e 137º + 13yº + 
+ 1357 — 40y + 351 = 0, ambas de circunferências. 
25. Escrever a equação de uma circunferência concêntrica com z* + y* — 
— 4 + 6y — 17 = 0 e tangente à reta 32 — 4y 47 = 0. 
SoLução. O centro da circunferência dada é (2, — 3). O raio da circune 
ferência pedida é igual à distância (2, — 3) à reta 37 — 4y +7 =0, isto é, 
.6+12+7 
o 5 
Portanto, a circunferência pedida é (1 —- 22 +(y +3) = 25. 


26. Escrever as equações das circunferências de raio 15, tangentes à circun- 
ferência xº + yº = 100 no ponto (6, — 8). 


SoLução. Os centros das circunferências pertencem à reta determinada, 


SOLUÇÃO. = + Elevando ao quadrado e 


. Desenvolvendo e sim- 


= 05. 


por (0.0) e (6, — 8). A equação dessa reta é y = — = z. 
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Consideremos (h, k) como centro. Então, k = — - he (h-62+ 
+ (k + 82 = 225. 
Resolvendo estas equações teremos os valores de h e k; e daí as coordenadas 
dos dois centros (— 3,4) e (15, — 20). 
As equações das duas circunferências são 
(+32 +(y—4) =225e(z-—152+4+(y +20) = 225. 
PROBLEMAS PROPOSTOS 
1. Achar a equação da circunferência 
(a) cujo centro é (3, — 1) e o raio, 5. 
Resp.: 2º +y' — 6x+2y — 15 =0. 
(b) cujo centro é (0,5) e o raio, 5. 
Resp.: 2º + yº — 10y = 0. 
(c) cujo centro é (— 4,2) e o diâmetro, 8. 
Resp: zº+yº +8r—-4y4+4=0. 
(d) cujo centro é (4, — 1) e passa pelo ponto (— 1,3 
Resp.: 2 +y —-S8r+2y—2 =0. 
(e) que tem como diâmetro o segmento que liga os pontos ( — 3, 5) 
e (7,3). 
Resp.: 2º +y — 4x — 2y — 36 = 0. 
() cujo centro é (— 4 3) e tangente ao eixo dos y. 
Resp: 2 +-y +87-6y+9=0. 
(9) cujo centro é (3, — 4) e passa pela origem. 
Resp.: 7º +y' — 6x +8y = 0. 
(Ah) cujo centro é a origem e corta o eixo dos x em 6. 
Resp.: zº + y — 36 = 0. 
(1) tangente aos eixos, de centro no primeiro quadrante e r = 8. 
Resp.: 2x2 +4+y — 16x — 16y 4 64 = 0. 
()) que passa pela origem, tendo raio = 10 e abscissa do centro — 6. 
Resp.: zº + y” + 127 — 16y = 0. 
2 + 9º + 127 + 16y = 0. 
2. Determinar o centro e o raio de cada uma das circunferências dadas por 


suas equações. Declarar se a circunferência é real, um ponto ou imaginária. 
Empregar a fórmula e verificar, completando o quadrado. 


(a) 2 +y — 8x + 10y — 12 =0. 
Resp.: (4, —- 5), r = '53, real. 


(b) 37º +3y — 47 +27 +6=0. 
2 1 À E fa der 
Resp.: (5, =) pr= Sd — 13, imaginária. 


(co) 2 +yº—8r— Ty = 0. 
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7 |. 
Resp.: (4 Z) pr= 2 13, real. 


(d) 2 +y'=0. 


(e) 


Resp.: (0, 0), r = 0, um ponto. 


27º +2y' — 1 =0. 


1 1 
Resp.: ( 0 ), E real. 


Deduzir a equação da circunferência que passa pelos pontos 


(a) 


1b) 


(c) 


(d) 


(e) 


(4,5), (3, —-De(l,-— 4). 

Resp.: v +y +7z—5y—44 =0. 

(8, — 2), (6,2) e (3, — 7). 

Resp.: vº+y — 6x +4y — 12=0. 
(1,1), (1,3) e (9, 2). 

Resp.: 8x” + 8yº — 79x — 32y +95 = 0. 
(— 4-3), (— 1, —- 7), e (0,0). 

Resp: 2 +y +rz+HT7y=0. 

(1,2), (3,1), e(—-3,-— 1). 

Resp.: 2 +y —-z+3y-—10=0. 


4. Deduzir a equação da circunferência circunscrita 20 triângulo formado 
pelas retas. 


5. 


retas 


(a) 


(b) 


(c) 


(d) 


(e) 


z>-y+2=0,27143%y-1=0,e41r+y—-17=0. 
Resp.: 57º + 5y" — 32x — 8y — 34 = 0, 
s+2y-5=0, 2 +y-7=0ez-—-y+1=0. 
Resp.: 33º + 3yº — 137 — 11y 420 = 0. 

32 +2y—- 13=0,72+4+2y-3=0, ez+y—S=0. 
Resp: 2 +y —-lix-7Ty+52=0. 
2z+y—-8=0,27x—-y-1l=0e7z—-7y-—19=0. 
Resp.: 372 +3y' — 281 +8y-—-31=0. 

22 -4+7=0,324+5y-—-9=0,e7x—7y—13=0. 
Resp.: 169212 + 169yº — 8x + 498y — 3707 = 0. 


Formar a equação da circunferência inscrita no triângulo formado pelas. 


(a) 


(b) 


(c) 


42 — 3y —- 65 =0, 77x —-24y4+55=0, edx4 Ly —-5D=0. 
Resp.: 2º +y — 207 +75 =0. 

iz 46 -—-11=0,9%-2447=0,e 6 —7Ty — 16 = 0. 
Resp.: 85x? 4 85yº — 607 + 70y — 96 = 0. 
v=0,3x—-4y=0,e42+3y-—- 50 =0. 
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Resp.: 4x? 4 4y* — 607 — 20y + 225 = 0. 

(d) 152 —- 84425 =0,3z — 4y — 10 =0, e 5x + 12y — 30 = 0. 
Resp.: 784xº + 784yº — 8967 — 392y — 2399 = 0. 

(e) inscrita no triângulo cujos vértices são (— 1,3), (3,6) e (315, 0). 


6. Estabelecer a equação da circunferência de centro em (—2, 3) e que é tan- 
gente à reta 20x — 21ly — 42 = 0 


Pesp.: 2º +y +41 —-6y-—12=0. 
7. Instituir a equação da circunferência com centro na origem e que é tan- 
gente à reta 8z — 15y — 12 = 0. 
Resp.: 2897º + 289)" = 144. 
8. Escrever a equação da circunferência de centro em (— 1, — 3) e tangente 
À reta que passa pelos pontos (— 2, 4) e (2, 1). 
Resp.: v +y +21+46y-— 15=0. 
9. Achar a equação da circunferência de centro no cixo dos x, que passa 
pelos pontos (— 2,3) e (4,5). 
Resp.: 37º + 3y" — 147 — 67 = 0. 


10. Deduzir a equação da circunferência que passa pelos pontos (1, — 4), 
(5, 2) e tem centro na reta z— 2y + 9 = 0. 


Resp.: 2 +y +6zx—6y — 47 =0. 
11. Achar a equação da circunferência que passa pelos pontos (— 3,2) e 
(4, 1) e é tangente ao eixo dos g. 
Resp.: 2 +y —-21—-10y+1=0€e 2º +4y — 427-290y + 441=0. 
12. Escrever a equação da circunferência que passa pelos pontos (2, 3), 
(3,6) e tangente à reta 2x + y — 2 =0. 
Resp.: 224+y —26x—-2y+45=0ex+y-2z-—10y+421=0. 
13. Deduzir a equação da circunferência que passa pelo ponto (il, 2) e tan- 
gente à reta 2x + 3y — 18 = O no ponto (3, 4). 
Resp.: 5x” + 5yº — 98x — 142y + 737 = 0. 
14. Deduzir a equação da circunferência tangente à reta 3. — 4y — 13 = 0 
no ponto (7,2) e com raio 10. 
Resp. 72 +yº —-26r + 1244 105=0ez7+yº—-21—-20y+1=0. 


15. Instituir a equação da circunferência tangente às retas z — 2y + 4 =0 
e2z-—-y-— 8 =0 e que passe pelo ponto (4, — 1). 


Resp.: 2º +y' — 30x + 6y 4 109 = 0,2º + y?—70z + 46y + 309 = 0. 


16. Deduzir a equação da circunferência tangente às retas x — 3y 49 =0 
e3z+y-—3 =0, com centro na reta 714 + 12y — 32 = 0. 


Resp: 2 +y +8z-— 10y +31 =0, 9617'+961yº+2487 — 5 270y+ 
«+ 7201 = 0. 


17. Estabelecer a equação da circunferência que é o lugar geométrico dos 
vértices dos ângulos retos de todos os triângulos retângulos cuja hipotenusa co- 
mum liga os pontos (— 4,1) e (3, 2). 


Resp: 2 +y +z-—-3y—10=0. 
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18. Formar a equação de uma circunferência tangente às retas 4x + 8y — 
— 50 =0 e 3x — 4y — 25 = 0, cujo raio mede 5. 


Resp.: sº + y* — 207 + 10y + 100 = 0, 
z + yº — 36x — 2) +300 = 0, 
z2 + yº — 247 — 18y + 200 = 0, 
2 +y — 82— 6y =0. 
19. Escrever a equação de um lugar geométrico, sabendo que a soma dos 


quadrados das distâncias de seus pontos às retas perpendiculares 27 + 3y — 6 = 0 
e3z — 2y + 8 = 0 e 10. Se fôr uma circunferência, determinar o centro e o raio. 


; 12 34 ae 

Resp. 132º + 13yº + 247 —68y—30 =0. Centro [ — 13/13) r = 10. 

20. Provar que o lugar geométrico gerado por um ponto tal que a soma dos 

quadrados de suas distâncias a duas perpendiculares az + by + = 0 e biz — 
— ay + c» = O é igual a uma constante K* é uma circunferência. 


21. Escrever a equação do lugar descrito por um ponto tal que a soma dos 
quadrados de suas distâncias a (— 2, — 5) e (3,4) é igual a 70. Se fôr uma cir 
cunferência, determinar o centro e o raio. 


1 1 4 
Resp.: 2t+yp-szty-8=0. Centro (=, — =), r= Vo 
22. Escrever a equação do lugar geométrico descrito por um ponto, cuja 


distância a (2, — 1) está para sua distância a (— 3,4) na razão de 2/3. Se fôr 
Uma circunferência, determinar o centro e O raio. 


Resp.: 7º +y' — 12x + 10y — 11 = 0. Centro (6, — 5) r = 64/2. 


23. Provar que é uma circunferência o lugar geométrico descrito por um 
ponto, cuja distância a (a, b) está para a distância a (c, d) numa razão igual a K 
(constante). 


24. Escrever a equação do lugar geométrico que um ponto descreve, saben- 
do que, o quadrado de sua distância a (— 2, — 5) é igual ao triplo de sua distân- 
cia à reta 81 + 15y — 34 = 0. 


Resp.: 17272 + 17yº + 447 + 125y + 595 =0, 
172º + 177º + 927 + 215y + 391 = 0. 


25. Escrever a equação de uma circunferência tangente à reta 37 — 4y + 
+ 17 = 0 e concêntrica com a circunferência x? + y' — 42 4+6y — 11 = O. 


Resp: 2º +y' — 47 46y — 36 = 0. 


26. Escrever a equação de uma circunferência tangente à circunferência 
2º + y? = 25 no ponto (3,4) e de raio 10. 


Resp.: zº+y'— 187 — 244 +125 = 0, 2 +yº + 6z+8y-— 7.5 = 0. 


27. Uma haste de 30 centímetros move-se com seus extremos apoiados em 
dois fios perpendiculares. Determinar o lugar geométrico de seu ponto médio. 


Resp.: A circunferência 7º + yº = 225. 
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28. Determinar a maior e a menor distâncias de (10, 7) à circunferência 
2 +y— 4x —2y— 20 =0. 
Resp.: 15 e 5. 
29. Determinar o comprimento da tangente tirada pelo ponto (7,8) à cir- 
cunferência 7º + yº = 9. 
Resp.: 2 V 26. 
30. Determinar o comprimento da tangente tirada pelo ponto (6, 4) à cir- 
cunferência 22? + yº + 4x 4 6y — 19 = 0. 
Resp.: 9. 
Sl. Determinar o valor de K para o qual o comprimento da tangente tirada 
pelo ponto (5, 4) à circunferência 2º + yº + 2Ky = 0 é iguala (a) 1, (b) 0. 
Resp.: (a) K=-—-5 (b) K = -— 5,125. 
32. Achar as equações dos três eixos radicais das circunferências dadas, to- 
madas aos pares, e provar que êles têm um ponto comum. 
2 +y+3%r—-2y-4=0, 2249-222 —-y-6=0e272+y—-1=0. 
Resp.: 5x—-y4+2=0,37r-2y-3=0,27x+7y+5=0. 
Ponto de interseção: (— 1, —3). ste ponto é chamado centro radical 
das circunferências. 


33. Achar as equações dos eixos radicais das três circunferências dadas, to- 
madas aos pares. Determinar o centro radical. 


2+H+yp4tr=oO, 22+y4+4y+7=0, e2742y'4+57 +3y49=0. 

Resp: v-4y-7=0,27z+7+3=0, zx—-y-1=0. Centro (— 1,-2). 

34. Achar as equações dos eixos radicais das três circunferências dadas, 
tomadas aos pares. Determinar também o centro radical. 


2 +y+1I22+4+411=0,2+y—-442-21=0, ex +yº— 474 16y + 
+ 43 = 0. 
Resp: 2z4+2=0,171-4y-2=0,y+44=0. Centro (—- 2, — 4). 


35. Determinar as equações da circunferência que passa pelo ponto (— 2, 2) 
e pelos pontos de interseção das circunferências 


v+y+3%k—-y-Ss=0e7+-y—2Zr-y—-6=0. 
Resp: 622 +5yº — 7y — 26 = 0. 


36. Achar a equação da circunferência que passa pelo ponto (3, 1) e passa 
pelas interseções das circunferências. 


2t+y-rz-y-Z=0e27r+y +44 —-4y-—-B=0. 
Resp.: 372º +3y' — 132 4+3y+46=0. 


37. Determinar a equação da circunferência que passa pelos pontos de in- 
terseção das circunferências 2º +y — 62 +2y+4=0, 2º +y+2c-—4y-— 
— 6 = 0 e tem centro na reta y = 4. 


Resp.: 727º + 7yº — 104 — 10y — 12 = 0. 


CAPÍTULO 5 
SEÇÕES CÔNICAS — PARÁBOLA 


Definição. A curva plana descrita por um ponto, cujas dis- 
tâncias a um ponto fixo e a uma reta fixa estão entre si numa razão 
constante, denomina-se seção cônica ou, simplesmente, cônica (*). 


O ponto fixo é o foco da cônica; a reta fixa, a diretriz e à razão 
constante, a excentricidade, usualmente representada por e. 


Às seções cônicas pertencem a três classes, que variam pela for- 
ma e por certas propriedades. Tais classes se distinguem pelo valor 
da excentricidade e. 


Para e < 1, à cônica é uma elipse (**). 
Para e = 1, à cônica é uma parábola. 
Para e > 1, à cônica é uma hipérbole. 


A parábola. Sejam L' L a reta fixa e F o ponto fixo (Fig. 47). 
Por F tracemos o eixo dos 4, 
perpendicular à reta fixa. Fa- 
çamos a distância de F a L'L 
igual a 2.º. Então, de acôrdo 
com a definição de parábola, a 
curva deve cortar o eixo dos x 
no ponto O, a meia distância en- 
tre Fe L'L. Tracemos por O 
o eixo dos y. 


As coordenadas de F são 
(a, 0) e à equação da diretriz é 
t=-aourx+a=ãço0. Fig. 47 





(*) Assim chamada porque a elipse, a parábola e a hipérbole foram primeiramente estudadas 
como interseções de um plano é um cone de revolução. Também têm a designação de curvas do 
2.º grau. (N. do T.). 

(**) A circunferência é uma elipse de excentricidade nula. (N. do T.). 


SEÇÕES CÔNICAS — PARÁBOLA a 


Consideremos um ponto qualquer P(x, y), tal que e=1. 


PF 
PM 
Temos, pois, vV(x-al+(y-—-0=z+a. 
Elevando ao quadrado, vem 
2 — 2 2 — 2 
22 — 2av+a+y=2r+ 207 + q, 
ou yº = 4az. 

Pela forma da equação, verifica-se que à curva é simétrica em 
relação ao eixo dos x. O ponto em que à curva corta o eixo de si- 
metria, chama-se vértice. A corda (” C, que passa pelo foco e é per- 
pendicular ao eixo, chama-se corda focal mínima ou latus rectum; seu 
comprimento é igual a 4.º, coeficiente do têrmo do primeiro grau. 

Se o foco estivesse à esquerda da diretriz, a equação teria a forma 


y = — daz. 
Se o foco estivesse sôbre o eixo dos y, a forma da equação seria 
q? = + day, 


dependendo o sinal da posição do foco acima ou abaixo da diretriz. 
Consideremos agora uma parábola com vértice em (h, k), eixo 
paralelo ao eixo dos x efoco à distância a à direita do vértice (Fig. 48). 
A diretriz, paralela ao eixo dos y e à distância 2.º à esquerda do foco, 
tem por equação x =h—- aouzx—h+a=o0. 
Seja P(x,y) um ponto qualquer dessa parábola. 
Como PF = PM, temos 


VEN FU mi-a-h+a 
ou 
y — 2ky + kº = 407 — 4ah, 
ou 
(y— k)? = 4a (x — h). 
Outras formas típicas são: 
(y— k)? = — da (x — h); 
(x — h)? = 4a (y — ko); 
(x — h)? = — 4a (y — k). 
Desenvolvidas, as equações 
tomam a forma 
t=ay+by+e, 
y=arv' + br+c. Fig. 48 
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PROBLEMAS RESOLVIDOS 
1. Localizar o foco, achar a equação da diretriz e determinar o compii- 


mento da corda focal mínima da parábola 3y* = 8x ou y* = z. 


3 
E E 8 2 2 
SoLução. Neste caso, 4a = 0UG == O fcco é, pois, o ponto 370 


e a equação da diretriz, x = a. 


Para conhecer o comprimento da corda focal mínima devemos determinar 


+ O comprimento pedido é iguala 2 X + > 


y para z e * Obtemos y = 


2. Achar a equação da parábola com foco em(0, — 5) diretriz y — S = (0. 


Achar o comprimento da corda focal mínima. 
SoLução. Seja P(x,y) um ponto qualquer da parábola (Fig. 49). 
4) 4 
Temos, então (e—-02+y+ 3) =! a 


1 
Elevando ao quadrado e simplificando, resulta x? + y=0. 


Lntus reclum = 4a -— 





Fig. 49 Fig. 50 


3. Deduzir a equação da parábola com vértice em (3,2) e foco em (5, 2). 

SoLuçÃo. (Como o vértice está em (3,2) e o foco em (5, 2), temos a = 2 
(V. Fig. 50). A equação éda forma (y — k)? = 4a (x — h)ou(y — 22 =8(x — 3). 

Simplificando, resulta yº — 4y — 87 + 28 = 0. 

4. Determinar a equação da parábola com vértice na origem, eixo sôbre o 
eixo dos y e que passa pelo ponto (6, — 3). 

SoLuUção. A forma típica a empregar é 7º = — 4ay. 


Como o ponto (6, — 3) pertence à curva, o valor de À deve ser tal que as coor- 
denadas do ponto satisfaçam à equação. 

Substituindo, vem 36 = — 4a (— 3); donde a = 3. A equação procurada 
é xº = — 12y. 

5. Escrever a equação da parábola com foco no ponto (6, — 2) e cuja dire- 
triz é a reta x — 2 =0. 


SEÇÕES CÔNICAS — PARÁBOLA “9 


SoLução. De acôrdo com a definição, /(z — 6)? + (y + 2)? = z— 2, Ele- 
vando ao quadrado, 7º —- 12z+36+y+4y+4=zº — 4744. Simplifi- 
cando, resulta y* + 4y — 8x + 36 = 0. 

6. Escrever a equação da parábola de vértice (2, 3), com eixo paralelo ao 
eixo dos y e que passa pelo ponto (4, 5). 

SoLUÇÃO. A forma típica a ser empregada neste problema é: 

(x — h) = 4a (y —k), 


ou (x — 2)? = 4a (y — 3). 
Como o ponto (4, 5) pertence à curva, temos (4 - 2)? = 4a (5 — 3). Donde 
a = 


A equação pedida é (1 — 2) =2(y-—3) ou x? —- 47 —- 24 +10 =0. 
7. Deduzir a equação da parábola de eixo paralelo ao eixo dos x, que passa 
pelos pontos (— 2, 1), (1,2)e (— 1,3). 
SoLUÇÃO. Empregaremos a forma típica yº + Dz + Ey + F = O. Substi- 
tuindo x e y pelas coordenadas dos pontos, temos 
1I-2D+E+F =0, 
4+D+2E+F =0, 
9-D+4+3E+F = 0. 


Resolvendo estas equações simultâneas, obteremos D = - 
1 
E = — — F = 4. 


Portanto, a equação pedida é y' + = z— a y+4=0,0u5yº + 27 — 


— 21y + 20 = 0. 
8. Quanto mede a ordenada de um arco parabólico com 24m de vão e fle- 
cha de 18m, situada à distância de 8m do centro do vão ? 


SoLução. Façamos do eixo dos z o suporte do vão com a origem no centro 

dêste (Fig. 51). Então a equação da parábola será da forma 
(z— h)? = 4a(y — K) 
ou (x — 0)? = 4a (y — 18). 

A curva passa pelo ponto (12,0). Por sub- 
stituição destas coordenadas na equação, ob- 
temos a = — 2. Então, 

(x — 0)? = — S(y — 18). 

Para determinar a altura do arco a 8m do 
centro, façamos x = 8 e tiremos o valor de y. 
Teremos 8º = — 8(y — 18), donde y = 10m. O 
arco simples mais resistente é o de forma pa- 
rabólica. 


9. Dada a parábola de equação y* + 8y— 
— 6x + 4 = 0, determinar as coordenadas do Fig. 51 


Y 






(8,0) 42,0) 
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vértice e do foco, e a equação da diretriz. 

SoLução. (Completanto o quadrado, vem yº + 8y + 16 = 6x — 4 + 16 = 
-6zx+1IZo (y+4)=6(7+2). 

O vértice está situado em (— 2, — 4). Como 4a = 6, temos a = 3/2. 


Portanto, o foco está no ponto (— — 4)ea equação da diretrizéz = —7/2. 


No 

10. Deduzir a equação da parábola, cujo latus rectum liga os pontos (3, 5) e 
(3, nes 3). 

SoLução. Utilizemos a equação (y — k)? = + 4a (x — h). 

Como o comprimento do latus rectum é 8, temos 4a = 8; logo, (y — k)? = 
= +8(7 — A). 

Para determinar (h,k), podemos escrever: (5 —k)?=+8(3-h) e 
(-3 — k)? = +8(3 — h), pôsto que os pontos (3, 5) e (3, — 3) pertencem à 
curva (v. Fig. 52). Resolvendo êste par de equações, vemos que a (h, k) corres- 
pondem os pontos (1,1) e (5, 1). 

As equações pedidas são 

(D) (y-12=8(x-1) ou y —-2)-824+9=0. 
e (2) (y—-1)=-8(z—5) ou yº—-2QW +87 —-39=0. 





Fig. 52 Fig. 53 


11. Deduzir a equação da parábola de eixo horizontal, que tem vértice na 
reta 7x + 3y — 4 = 0, e passa pelos pontos (3, — 5) e (3/2,1). 
SoLução. Empreguemos (y — k)? = 4a (x — h). Substituindo A e k pelas 
coordenadas dos pontos, obtemos 
(-5-ki=4(3-h) e 1-k)= 44 (+ -h),. 
Como (h,k) pertence a 7x +3y — 4 = 0, temos 7h +3k — 4 = 0. Da 


resolução simultânea das três equações obtemos h = 1, k= — 1,4 =8;eh= 
= 359/119, k = — 97/17, 4a = — 504/17. (V. Fig. 53). 


2 
Portanto, as equações pedidas são (y+1)2=8(zx-—1)e (s E a) = 


504 ( 359 
x 


7 ST aIgy 
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12. A trajetória de um projétil lançado horizontalmente com a velocidade 
de v m/s, da altura de y metros, é uma parábola. A equação dessa curva é: 
2u2 
to —y, 


9 
onde z é a distância horizontal abscissa) do centro de gravidade do projétil à boca 
da arma (origem) e g tem o valor aproximado de 9,8 m/s?. 
Uma pedra foi lançada horizontalmente de um ponto situado a 3 metros aci- 
ma do solo. Sabendo-se que a velocidade foi de 49 m/s, qual o alcance da pedra 
ao encontrar o solo ? 


2 2 
SoLUÇÃO. gº = - eu = — ta 3) e g=/1470 = 38, 3ôm. 


z 


PROBLEMAS PROPOSTOS 


1. Determinar as coordenadas do foco, o comprimento da corda focal mí- 
nima e a equação da diretriz das parábolas dadas por suas equações. Fazer os 
gráficos. 


(a) yº = 6z. 
Resp.: (3/2,0), 6, 2 + 3/2 = 0. 
(b) 22 = 8y 


Resp.: (0,2), 8, y+2=0. 
(co) 3yº = — 4x 
Resp.: (— 1/3,0), 4/3, 2-13=0. 
2. Deduzir a equação de cada uma das seguintes parábolas: 
(a) Foco em (3,0) e diretriz z + 3 = 0. 
Resp.: y' — 12x = 0. 
(b) Foco em (0,6); a diretriz é o eixo dos 2. 
Resp.: «x* — 12y + 36 = 0. 
(c) Vértice na origem, eixo sôbre o eixo dos x e passa pelo ponto (—3, 6). 
Resp.: y' = — 12z. 
3. Achar a equação do lugar geométrico de um ponto que se desloca de mo- 
do que sua distância ao ponto (— 2,3) é igual à sua distância à reta x + 6 = 0. 
Resp.: y — 6y — 87 — 23 = 0. 
4. Instituir a equação da parábola de foco em (— 2, — 1), cujo latus rectum 
une os pontos (—- 2,2) e (— 2,4). 
Resp: y —2y — 67 —-20=0, yº+2y+62+4=0. 
5. Formar a equação da parábola de vértice V(— 2,3) e foco F (1, 3). 
Resp.: yº — 6y — 12x — 15 = 0. 
6. Reduzir cada uma das seguintes equações de parábola à forma típica e 


determinar: (a) as coordenadas do vértice, (b) as coordenadas do foco, (c) o 
comprimento da corda focal mínima e (d) a equação da diretriz. 


(D) 9 -4y+62-8=0. 
Resp: a. (2,2), db (12,2, c 6, d 42-72 =0. 


(2) 322 - 97 --5y—-2=0 
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Resp.: (a) (3/2, — 7/4), (b) (3/2, — 4/3), (c) 5/3. 
(3) y — 4y —- 6x +13 =0. 
Resp.: (a) (3/2,2), (b) (3,2), (c) 6, (d) 2=0. 


7. Achar a equação de uma parábola de eixo paraleio ao cixo dos x e que 
passa pelos pontos (3, 3), (6,5) e (6, — 3). 
Resp.: y — 2y—- 42 +9=0. 


8. Determinar a equação de uma parábola de eixo vertical, que passa pelos 
pontos (4,5), (—- 2,11) e (— 4, 21). 
Resp.: xº — 44 — 2y +10 = 0. 


9. Achar a equação de uma parábola com vértice na reta 2y — 3x = 0, 
eixo paralelo ao eixo dos x e que passa pelos dois pontos (3,5) e (6, — 1). 
Resp.: y — 6y — 42: 417 =0, 11yº — 98y — 1087 + 539 = 0. 


10. Com a carga uniformemente distribuída, os cabos de uma ponte pênsil 
tomam a forma de arcos de parábola. As tôrres de suporte têm a altura de 60 
pés e há um intervalo entre elas de 500 pés; o ponto mais baixo de cada cabo fica 
a 10 pés do leito da estrada. Considerando o tabuleiro da ponte como eixo dos x 
e o eixo de simetria da parábola como eixo dos y, achar à equação da parábola 
cuja forma o cabo assimila. Calcular o comprimento de um fio de sustentação 
situado a 80 pés do centro da ponte. 


Resp.: xº — 1 250y + 12 500 = 0; 15,12 pés. 

1. Uma bola é lançada horizontalmente do alto do Monumento de Washin- 
gton, de 169 metros de altura, com uma velocidade inicial de 12,22 m/s. A que 
distância do pé do monumento ela se chocará com o solo, suposto nivelado ? 
(g = 9,8 m/s?) 

Resp.: 71,65 m. 

12. Um avião, voando a 200 km/h para o sul solta uma bomba a 1 200 m 

de altura. Que distância para o sul atingirá a bomba ao tocar o solo ? 
Resp.: 869,4 1n. 

13. A flecha de um arco parabólico mede 25 metros e o vão, 40 metros. Qual 

a ordenada do arco a 8 metros de cada lado do centro ? 
Resp.: 21 metros. 


CaríruLo 6 


ELIPSE 


Definição. Elipsc é a curva plana descrita por um ponto 
que se desloca de modo que a soma de suas distâncias a dois pontos 
fixos de seu plano permanece constante. Os dois pontos fixos deno- 
minam-se focos da elipse. 


Sejam F(c,0) eF'(— c, 0) 
os pontos fixos (Fig. 54) e 2a 
a soma constante, supondo-se 
a >c. Seja P(x, y) um pon- 
to qualquer do lugar geo- 
métrico. De acôrdo com a 
definição, temos 





F'P+ PF=2a, 

qu Very + vo S+Hy—O =2a, 
ou Var) +(y—-O0O =24- V(r-c?)+(y-—o0). 

Elevando ao quadrado e grupando os têrmos, vem 

a-ad=-av(e-+(y-o. 
Elevando ao quadrado e simplificando, 
(0º —- c)zv+a'y)=a?(a! — c'). 

Dividindo ambos os membros por a? (a? — c?), a equação se trans- 

Dm 


x? 
9 -r 2 gr 
a aqt—c 








forma em 
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Sendo a > c, temos a? — c? positivo. Façamos qa* — cº = bº. 
Temos então a forma típica da equação da elipse. 


q? y? 
q tao 
ou 


b? a? + ay? = a?b?. 


Como esta equação só contém potências pares de x e y, & curva 
é simétrica em relação aos eixos coordenados e à origem. O ponto O 
é o centro da elipse; a maior corda que passa por O chama-se eixo maior 
e a mais curta, eixo menor. 


Se os focos fôssem (0, c) e (0, — c), o eixo maior estaria situado 
sôbre o eixo dos y; donde a forma típica correspondente: 


x? 2 
E 
b? q? 
nd E c a? — b? 
A excentricidade é o valor da razão: e= = = Se 5 


donde c = qe. 


Como a elipse tem dois focos, há duas diretrizes. As equações 
das diretrizes D'D' e DD são respectivamente. 


a 
e 


z + ==0 e L- = (), 


Se os focos estivessem situados no eixo dos y, as equações das 
diretrizes seriam 


a a 
ai e 


y + = (. 


Uma corda que passe por um dos focos e seja perpendicular ao 
eixo maior chama-se corda focal mínima ou latus rectum da elipse. 


Seu comprimento é dado por 





Os pontos em que a elipse corta o eixo maior recebem a deno- 
minação de vértices. 
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Quando o centro da elipse é um ponto (h, k) e o eixo maior é 
paralelo ao eixo dos %, verifica-se que a forma típica da equação da 
curva é: 


D' 
(c—h2, (y— kh? 
a? b? si 1, 
ou 
(v— hn, (y—-k) 
o Prq o 


se o eixo maior fôr parale- 
lo ao eixo dos y. Em qual- 
quer dos dois casos, a forma 
geral da equação da elipse é: 


Az? + By? + Dx + Ey + F=0, 


desde que 4 e B concordem 
em sinal. Fig. 55 





PROBLEMAS RESOLVIDOS 


1. Tendo em vista a elipse 9x? + 16yº = 576, calcular o semi-eixo maior, 
o semi-eixo menor, a excentricidade, as coordenadas dos focos, as equações das 
diretrizes e o comprimento da menor corda focal. 


2 2 
SoLUÇÃO. Dividindo por 576, obtemos Sr + 35 = 1.Logoa =8eb = 6. 


= MEL VT, cm vVq-bB=2NT. 


a 


Coordenadas dos focos: (217,0) e (-2 7,0). Veja-se a Fig. 55. 
As equações das diretrizes são 


= + =. ou = + 327, 
e 7 
O comprimento da corda focal pedida é 2b*ja = 72/8 = 9. 
2. Deduzir a equação da elipse que tem centro na origem, um dos focos em 
(0, 3) e medida do semi-eixo maior igual a 5. 
SoLução. Dados: c=3ea = 5. Por conseguinte, 


bm Va -ca 25-9 m4. 


2 2 
PPA. 


ese 2 q yº 
Utilizando a forma típica 7;- + 7 = 1, obtém-se a equação += + += 
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3. Achar a equação da elipse que tem centro na origem, eixo maior sôbre 
o eixo dos x e passa pelos pontos (4, 3) e (6, 2). 


2 2 


SoLução. 'Tomemos a forma típica E - Sr = 1. Substituindo z e y 


16 9 36 4 
pelas coordenadas dos pontos, resultam o] + = = le GE + = 1. Da 


resolução simultânea vem a? = 52, b? = 13. Portanto, a equação pedida é: 


z? y? 


Rea agi, 9 ? = 
52 + 13 1 ou x + 4y 52. 

4. Um ponto se desloca de modo que sua distância ao ponto (4, 0) se mantém 
gual à metade da distância à reta x — 16 = 0. Determinar a equação do lugar 
geométrico. 


SoLução. Do enunciado deduzimos 


2 — 
VE-PFU-0 =D (2-16), ou at-Be +16 += US DO, 


Simplificando, chegamos à equação pedida 3x? + 4yº = 192, correspondente 
a uma elipse. 


5. Um segmento AB, de 12 unidades de comprimento, desloca-se de modo 
que À percorre o eixo dos x e B percorre o eixo dos y. P (x,y) é um ponto interior 
do segmento e fica situado a 8 unidades de 4. Estabelecer a equação do lugar 
geométrico descrito pelo ponto P. 


SoLUÇÃO. Dos triângulos semelhantes (Fig. 56) tiramos 


MA y V 64 — 2? 
AP > “PB MM 8 


ps 
4 


Temos, pois, 64 —- 7º? = 4yº ou xº + 4yº = 64. O lugar geométrico é uma 
elipse de centro na origem e eixo maior sôbre o eixo dos 2. 


Y E APix y) 
2" N 
ON 
se | 
ad h 
E(-2,2) F(4,2) 





Fig. 56 Fig. 57 


6. Um ponto P (x,y) move-se de modo que a soma de suas distâncias a0s 
pontos (4, 2) e (— 2, 2) dá sempre 8. Deduzir a equação do lugar geométrico de P. 
SOLUÇÃO. (V. Fig. 57). 
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FP+PF=8 ou vV4+9)+(y-V+vVL-4)LHy-DaB. 
Transpondo o segundo radical, vem 
Ve++y-D=8-V(1-42+(y-— 2? 
Elevando ao quadrado e grupando convenientemente os têrmos, 
32 —19=—-4V(2-42+4(y-—-2. 


Elevando, outra vez, ao quadrado e grupando os têrmos, obtemos a equação 
pedida 7xº + 16y? — 14x — 64y — 41 = 0, pertencente a uma elipse. 


7. Dada a elipse de equação de 47º + 9y? — 487 + 72y + 144 = 0, deter- 
minar o centro, semi-eixos, vértices e focos. 


a 2 


= nº 
SoLUÇÃO. À equação pode ser posta na forma típica fa 2 d b2 , 


completando-se o quadrado. 
4(xº — 12x +36) + 9 (yº + 8y + 16) = 144, 
4(x—-62+9(y + 4) = 144, 
(2-6) (WHY 
36 16 


O centro da elipse é o ponto (6, — 4); temos a = 6e b = 4; os vértices são 


(0, — 4), (12, —4) e os focos são (6 + 2 V5, —4)e (6-2V5,—4). Veja-se 
a Fig. 58. 







(0574 


— —- o o o to mu mao — mo — 











(715,0) (250) | 05,0) (750) 





Fig. 58 Fig. 59 


8. Um arco semi-elítico tem vão de 150 metros e flecha de 45 metros. Há 
dois suportes verticais que guardam entre si à mesma distância que existe entre 
cada um dêles e o extremo do arco mais próximo. Determinar a altura dos su- 
portes. 


SoLução. Façamos o eixo dos x passar pela base do arco, com a origem no 


2 2 
meio (Fig. 59). A forma típica da equação será então E + E = 1. 


Assim, 


q =75,b = 45. 
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Para determinar a altura do suporte da direita, façamos x = 25 na equação 
625 y? 


e resolvamo-la em relação a y. Temos então 365 + 2025 


= 1, donde 


y = 8X225 e y=30/2 metros. 


9. A órbita da terra é uma elipse, com o sol em um dos focos. 

Sabendo-se que o semi-eixo maior da elipse mede 93 000 000 milhas e que 
a excentricidade vale 1/62, aproximadamente, determinar a maior e a menor 
distância da terra em relação ao gol. 


Cc 


SoLuçÃo. Excentricidade: c = 55000000" 


E 


e º 1 
- Por consegiiência, re 
donde c = 1500 000. 


À maior distância é a + c = 94 500 000 milhas. 
A menor distância é a — c = 91 500 000 milhas. 


10. Achar a equação da elipse de centro (1,2) e foco (6, 2), sendo (4,6) um 
de seus pontos. 


SoLuçÃão. Empreguemos a equação 

2 
g-l v— 2 - 
a one 

Como (4,6) pertence à curva, temos 

2 2 
4-1 6 —2 9 16 
CO +68 ca o ql 


16 


9 
M Ba ão 2 = nº Den 
as, c = 5; então b” = a cº=0q 25 e + 25 


a? 





= 1. 
Resolvendo, obtemos a* = 45 e b? = 20. Por substituição, resulta 
s 2 
(2-1) , (4-2) 
5 To a 
ll. Determinar a equação da elipse de centro (— 1, — 1), vértice (5, — 1) 


e excentricidade 2/3. 


SoLução. (Como o centro é (— 1, — 1) e o vértice (5, — 1), temos a = 6, 
2 2 = 0? 
ladra logo c = 4. Temos também b” = q? — c* = 36 — 16 =20. 


À equação pedida é: 


2 2 
(2+17 (HI, 
36 20 
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12. Estabelecer a equação da elipse com foco (4, — 3), diretriz vz = — le 
excentricidade 2/3. 


SoLução. Tendo-se em vista a defi- 


nição geral de seção cônica, = e. 


(Fig. 60). Para e <1,a curva é uma 
elipse. 


Por conseguinte, 


(VE=Pr0+) . 2. 
3 





! 
! 
RR F(4-3) 
Elevando ao quadrado ambos os a 
membros desta equação e simplificando, Fig. 60 


temos 
5x? + 9y* — 80x + 54y = 221. 


Completando o quadrado, 


5(x2—- 162 +69) +9(y+6y+9)=-221+320481 


ou 5 (x-82+9(y+3) = 180 
2 2 
(2-8) , (v+3) 
di 3º 2 E 


13. Determinar o lugar geométrico dos pontos P (x,y), tais que o produto 
dos coeficientes angulares das retas que os ligam a (3, — 2)ea(—-2,1)é — 6. 





SOLUÇÃO. 
v+2 PR se 2442 — Er = 98: 
3X geo G!+y+y-6r=38 


é uma elipse. 


1 
14. Determinar a equação da elipse de focos (0,44), que passa por (5 3). 


2 
SoLução. Substituamos x por = y por 3 em = + E = 1. Resulta 
144 9 
os! Fat = 


Como os focos são (0, + 4), temos c = 4e a? — b? = 4? = 16. Resolvendo 


simultâneamente as duas equações em a? e b?, achamos a? = 25 e b* m 9. 


Pr 

Portanto, "o + 95 = 1. 

15. Determinar o lugar geométrico dos pontos que dividem as ordenadas 
dos pontos da circunferência x? + y' = 25 na rázão de 3/5. 
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SOLUÇÃO. Façamos y' = = y ou y= =Y e x =z' (Fig. 61). Teremos 
s2 + = yº? = 25. 


Suprimindo os acentos e simplificando, obteremos a equação de uma elipse: 
97? + 257º = 225. 





Fig. 61 Fig. 62 


16. Achar a equação da elipse que passa por (—6, 4), (—8, 1), (2; — 4) e 
(8, — 3) e tem eixos paralelos aos eixos coordenados. 


SoLução. Consideremos a Fig. 62. Em 22 +By' + Cz+Dy-+E<=oO, 
substituamos x e y pelas coordenadas dos quatro pontos: 
I6B — 6C +4D + E = — 36, 
B-S8SC+ D+E=-64, 
I6B+2C -4D + E =-—4,. 
9B +8C —-3D+ E = — 64. 
A resolução dêste sistema fornece B=4,0=-4D=-8eE=-—92. 
A equação pedida é, pois, 
q + 4y! —47 —8y—-92=0 ou 


2 2 
100 25 


17. Determinar a equação do 
lugar geométrico dos centros das 
circunferências tangentes às cir- 
cunferências 2º +y =1l e zº+ 
+y—-4e-—-21=0. 


SoLUÇÃO. Sejam (z,%) as 
coordenadas do centro (Fig. 63). 
Às circunferências dadas têm raios 
1 e 5, respectivamente. 





(a) 5— V(z0— 22 + (yo — 0)? = 
= Vet+y—l. Fig. 63 
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Elevando ao quadrado, simplificando e eliminando os índices, obtemos a 
equação 8x” + 9y? — 16x — 64 = 0; é uma elipse. Passando esta equação para 
a forma 


2 2 
(21) e (450) Si 


vemos que o centro da elipse é (1,0). 
b) Vrltyltl=5-V(zx-2+4gyo. 


Elevando ao quadrado, simplificando e eliminando os índices, a equação se trans- 
forma em 





2 2 
3a? + 4º —6r — 9 =0 ou (ET) + USD aa. 


O centro desta elipse é (1, 0). 
18. Os segmentos que ligam um ponto qualquer de uma elipse aos focos 


denominam-se raios velôres. Determinar as equações dos suportes dos raios 
vetôres da elipse 3x” + 4y* = 48 no ponto (2, 3). 


2 
SoLUÇÃO. Escrevamos a equação assim: TE + 1 = |. Então, temos 


c=+V16-12=+2. 


Os focos são (+ 2, 0). A equação do suporte do raio vetor que une (2, 0) 
a (2,3) é 2x — 2 =0; à do suporte do raio vetor que liga (— 2,0) à (2,3) é 


y-0= 559 (2+2) ou 31 — 44 + 6 =0. 


PROBLEMAS PROPOSTOS 
1. Para cada uma das elipses dadas determinar: (a) o comprimento do semi- 


-eixo maior, (b) o comprimento do semi-eixo menor, (c) as coordenadas dos focos, 
(d) a excentricidade. 








x? y 5 
D e tg el Resp: (a) 13, (b) 12, (0) (+50) (d) Jos 

2 RE , 
(2) — de: 1 dd Resp.: (0) 2 N3, (D)2N 2, (0) (0,420) Y8 


(3) 225xº + 289yº = 65 025 Resp.: (a) 17, (b) 15, (c) (+ 8,0), (d) + 


2. Cada uma das elipses consideradas abaixo está numa posição caracterís- 
tica e tem centro na origem. Determinar a equação da curva, para as condições 
de cada caso. 
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2 2 

(1) Focos (+ 4, 0); vértices (+ 5, 0). Resp.: 2 + a = 1. 
; 22 y? i 

(2) Focos (0, + 8); vértices (0, + 17). Resp: 225 + 289 ” 1. 


(3) Comprimento do latus rectum = 5; vértices (+ 10, 0). 


q? y 
Resp.: 100 + 25 1. 


(4) Focos (0, -+ 6); semi-eixo menor = 8. 


o —— — E 
Resp.: 4 + 100 1. 
(5) Focos (+ 5, 0); excentricidade = —-. Resp.: e + y =1 
8 3 , 8 º €8D.: 8 j 39 e 


3. Escrever a equação da elipse de centro na origem e focos no eixo dos x 
que passa pelos pontos (— 3,2 43) e (4, 4/5/3). 
Resp.: 47º + 9yº = 144, 


4. Escrever a equação da elipse de centro na origem, semi-eixo maior com 
4 unidades de comprimento situado sôbre o eixo dos y e corda focal mínima 


igual a 9/2. 
Resp.: 16x* + 9yº = 144. 


5. Um ponto P (x,y) se desloca de modo que a soma de guas distâncias 208 
dois pontos (3, 1) e (— 5, 1) é 10. Deduzir a equação do lugar geométrico des- 
crito e dizer a natureza da curva. 

Resp.: 97º + 25yº + 18x — 50y — 191 = 0; elipse. 


6. Um ponto P (x,y) se move de modo que a soma de suas distâncias a 
(2, — 3) e (2, 7) é 12. Deduzir a equação do lugar geométrico gerado por P. 


Resp.: 367º + 11yº — 144x — 44y — 208 = 0. 


7. Um ponto se desloca de modo que sua distância ao ponto (3, 2) fica sempre 
igual à metade de sua distância à reta x + 2 = 0. Deduzir a equação de seu 
lugar geométrico. Qual a natureza da curva? 


Resp.: 3x? + 4y? — 28x — 16y + 48 = 0; elipse. 


8. Dá-se à elipse de equação 9xº + 16yº — 36x + 96y + 36 = O. Deter- 
minar: (a) as coordenadas do centro, (b) o semi-eixo maior, (c) o semi-eixo menor, 
(d) os focos 6 (e) o comprimento do latus rectum. 


Resp: ()(2, —-3, MD) 4 (093, (d) QNT, —3) (0) 4,5. 


9. Achar a equação da elipse com centro em (4, — 1), foco em (1, — 1) e 
que passa por (8, 0). 


2 2 
Rep: (2) + EL) =1, ou 2+2y)-8r+4y=0. 
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10. Achar a equação da elipse com centro em (3, 1), vértice (3, — 2) e 
e = 1/8. 
2 2 
— 3 (y—1 
(x —3) + ) 


Resp 8 9 





= | ou 9272 + 8y2 — 54x — 16y + 17=0. 


11. Achar a equação da elipse que tem um dos focos em (— 1, — 1), dire- 
trizz=0€ em ET 


Resp: 2 +2y! +4r+4y+4=0. 


12. Um ponto P (x,y) se move de modo que o produto dos coeficientes 
angulares das duas retas que ligam P aos pontos (— 2, 1) e (6, 5) dá sempre — 4. 
Provar que o lugar geométrico descrito por P é uma elipse e localizar o centro. 


Resp.: 47º + y* — 16x — 6y — 43= 0. Centro: (2,3). 


13. Um segmento 4B, de 18 unidades de comprimento, desloca-se de modo 
que À fica sempre no eixo dos y e B no eixo dos x. Achar a equação do lugar 
geométrico gerado por um ponto P(x,y), sabendo que pertence ao segmento e 
fica situado a 6 unidades de B. 


Resp.: x? + 4yº = 144; é uma elipse. 


14. Um arco tem forma de semi-elipse, tendo como vão o eixo maior. Se 
o vão medir 80 metros e a altura 30 metros, qual a altura do arco em um ponto 
a 15 metros do eixo menor? 


Resp.: ao. 55 metros. 


15. A órbita da terra é uma elipse e o sol ocupa um dos focos. Sabendo 
que o semi-eixo maior tem 92,9 milhões de milhas e que a excentricidade é de 
0,017, determinar com três algarismos significativos a maior e a menor distância 
da terra ao sol. 


Resp.: (94,5; 91,3) milhões de milhas. 
16. Achar a equação da elipse de focos (+ 8, 0), que passa por (8, 18/5). 


2 2 
o e, 


z 
Resp.: 100 36 


17. Determinar o lugar geométrico dos pontos que dividem as ordenadas 


da circunferência xº + y? = 16 na razão 5 


Resp.: zº + 4yº = 16. 
18. Achar as equações dos raios vetores traçados ao ponto (1, — 1) da elipse 
zº + 5y* — 2x + 20y + 16 = 0. 
Resp: v-—-2y-3=0, z+2y+1=0. 
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19. Estabelecer a equação da elipse que passa pelos pontos (0, 1), (1, — 1), 
(2, 2), (4, 0) e cujos eixos são paralelos aos eixos coordenados. 
Resp.: 137º + 23yº — 5lz — 19y — 4 = 0. 
20. Determinar a equação do lugar geométrico descrito pelo centro de uma 
circunferência tangente às curvas 2º +y' =4 e zº+y —-6r-—-27=0. 


Resp.: 2207º + 256yº — 6607 — 3025 = 0 e 
28x? + 64yº — 84x — 49 = 0. 


CAPÍTULO 7 


HIPÉRBOLE 


Hipérbole. Um ponto descreve uma curva plana de tal modo 
que a diferença de suas distâncias a dois pontos F(c,0) e F'( — c,0) 
de seu plano permanece igual a 2a, sendo a uma constante que sa- 
tisfaz à condição a <c. Determinar a equação do lugar. Ver a 
Figura 64. Os dois pontos fixos Fe F' denominam-se focos da hi- 
pérbole. 





Seja P (x,y) um ponto qualquer do lugar. 


Temos, então, 
F'P-—- PF =2a 
ou 
Vet? +(y-0)-vVe-)+Hy-o = 2a. 
Transpondo um dos radicais, vem 
Ve+o+(y—-0)=2+V(r-c + (y— 0). 


Elevando ao quadrado e grupando convenientemente os têrmos, 


cc-a=anNta-c+y. 
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Elevando novamente ao quadrado e simplificando, 
(e —-a)x?— q? y? = a? (c? — a?). 
Dividindo ambos os membros por a? (c? — a?), a equação se trans- 
forma em: 


Como c>a, cê — a? é positivo. Podemos fazer c? — qa? = b?. 


Temos, pois, a forma típica da equação da hipérbole de centro 
na origem e focos no eixo dos 1: 
2 2 
ed E, 
a b? 
Quando os focos estão em (0, c) e (0, — c), à forma típica corres- 
pondente é: 
y? 72 
+ -n— =1. 
q? bº 
A forma geral da equação de centro na origem e focos nos eixos 
coordenados é 4x? — By* = + 1, adotando-se o sinal positivo quando 
os focos estiverem no eixo dos 2. 


Como a equação só contém potências pares de x e y, a curva é 
simétrica em relação aos eixos coordenados e à origem. 


O eixo transverso (*) é A'A, de comprimento igual à 2a. O eixo 
não transverso (**) é B'B, de comprimento igual a 2b. Ver Figura 
65. 

EVT: 


A excentricidade é o valor da razão e = — p 


Verifica-se que e > 1, de acôrdo com a definição geral de cônica. 


As equações das diretrizes DD e D'D' são « = + E quando os focos 


e e q e 
estão situados no eixo dos Ze y = + a se os focos estiverem no 
eixo dos y. 


Os vértices da hipérbole são os pontos em que a curva corta o 
eixo transverso. 


(*) Também chamado eizo real (N. do T.). 
(**) Eizo conjugado ou imaginário (N. do T.). 
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O comprimento da corda focal mínima (latus rectum) é dado por 


2b? E Has E: b 
Ed As equações das assíntotas são y = + — x, quando o eixo 
a 


a 
dos x suporta o eixo transverso, y = + > > quando o suporte do 


eixo transverso é o eixo dos y. 


Se o centro da hipérbole estiver em (h, k) e o eixo transverso 
fôr paralelo ao eixo dos x, a forma típica da hipérbole será 


(=P (uy, 
ER 
Se o eixo transverso fôr paralelo ao eixo dos y, a equação será 
(y= kh) (rh). 
o qa 


b 
As equações das assíntotas são y — k = + o (x — h), quando o 


eixo transverso é paralelo ao eixo dos x, e y— k = + — (x — h), 


quando o eixo transverso é paralelo ao eixo dos q. 


A forma geral da equação da hipérbole de eixos paralelos aos 
eixos coordenados é: 
Axº — By? + Dx+4 Ey+F =0, 
onde 4 e B têm o mesmo sinal. 


PROBLEMAS RESOLVIDOS 


1. Determinar a equação da hipérbole de centro na origem e eixo trans- 
verso no eixo dos 1, que passa pelos pontos (4, 6) e (1, — 3). 


2 2 


: z : 
SoLUÇÃo. Na equação = = - 1, substituamos x e y pelas coor- 
denadas dos pontos dados. Temos então 
36 16 de dE q oO 


ao b2 
Resolvendo simultâneamente êste par de equações, obteremos a” = 36/5 e 
b? = 4, 


a? b? 


a Era ai 5y* q 2 2 
Substituindo e simplificando, vem SS lou 5yº — 97º = 36. 





2. Achar as coordenadas dos vértices e dos focos, as equações das diretrizes 
e as equações das assíntotas, calcular a corda focal mínima e a excentricidade e 
traçar o gráfico da hipérbole 91º — 16yº = 144. 
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2 2 
SoLUÇÃO. Escrevamos a equação dada sob a forma Te — a = 1 
Vemos quea=4, b=3 ec=vV1I6+9=5. 
As coordenadas à origem são (+ 4, 0) e os focos são (+ 5, 0). (Ver Fig. 66). 


Para valor da excentricidade temos e = pm = = e as equações das dire- 
trizes são x = + E 146, 
e õ 
E 1 9 
O latus rectum (corda focal mínima) mede = = a GT 


b 3 
As equações das assíntotas são y = + E + q * 


3. Determinar a equação da 
hipérbole de eixos paralelos aos 
eixos coordenados e centro na 
origem, cuja corda focal mínima 
mede 18 e a distância entre os 
focos é igual a 12. 


SoLUÇÃO. Lalus rectum = 


2 
= = = 18 e 2c = 12. Portanto, 





b? = 9a ec = 6. Como b? = e? — Fig. 66 
— q? =36 —a?, resulta 9a =36 — a? ou a? + 9% — 36 = 0. 

Resolvendo, temos (a — 3) (a + 12) = 0; donde a, = 3 ea, = — 12. Rejei- 
tamos a, = — 12. 





F(0,-6) 
Fig. 67 Fig. 68 
Sendo a? = 9, temos b? = 36 — 9 = 27; logo as duas equações pedidas são 
2º uy à ; 2 q 
(a q-m=1lou 3!-yi=2 e (6) q- "1 


ou 
3yº — q? = 27. (Ver Fig. 68). 
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4. Determinar a equação da hipérbole que tem os focos em (0, + 3) e eixo 


não transverso igual a 5. 


SoLução. Dados: c =3 e b= > 


Temos, então 


25 11 
DRE AD a ÃO qui 
a e —b 9 A 4 
2 2 2 2 
seca y z y z 
— ro — 0 1 e O ——— em 
Substituindo em nê , obtemos LIA 25/4 1 


ou 
100 yº — 447º = 275. 


5. Determinar a equação da hipérbole de centro na origem, eixo transverso 


” 
sôbre o eixo dos x, excentricidade igual a ao e cuja corda focal mínima mede 6. 








2 oh2 
SoLuçÃo. Dados: e - Ve eo Me : — — elatus rectum = e = 6 ou 


a 
b? = 3a. 
Resolvendo simultâneamente 
2 à — Já 2 2 2 
a + db” = a e b“* = 3a, obtemos a” = 16, b* = 12. 
aa y? 
Substituindo em —- — > = 1, achamos a equação pedida: 
a? b? 
Ds ai 
16 12 
ou 
37º — 4y? = 48. 


6. Um ponto se desloca de tal modo que o produto de euas distâncias orien- 
tadas às retas 42 — 3y +11 =0e4x+3y+45 =0 éigual a 144/25. Achar a 


equação do lugar geométrico descrito. 
SoLuUção. Seja P (x,y) um ponto qualquer do lugar (Fig. 69). 


Temos então 


(tmn) (Ants) = 144 
25 


Simplificando, vem 
167º — 9yº + 64x + 18y — 89 = 0 


ou 


(2+2)  (u=1) 
9 16 


que é a equação de uma hipérbole, cujas assíntotas são as retas dadas. 


100 GEOMETRIA ANALÍTICA 


7. Um ponto (x, y) se desloca de tal modo que sua distância ao ponto (0, 4) 
sê conserva igual a 4/3 de sua distância à reta 4y — 9 = O. Determinar a equa- 
ção do lugar. 





Pixy) 
ASA (2Ny 149) 
PESE AS 
NO x 
| 
o | 
Po | 1% 
o | EA 
ver | EA 
Fig. 69 


SoLUÇÃO. (V. Fig. 70). 
vV(z-02+(y— 42 = S (115º). 


Elevando ambos os membros ao quadrado e simplificando, temos 


9%? — 7y2 + 63 =0 





ou 
y? z 
9 70! 
que é a equação de uma hipérbole. 


8. Achar a equação da hipérbole que tem centro na origem e um dos vértices 
no ponto (6, 0), sabendo-se que a equação de uma das assíntotas é 4x — 3y = 0. 


4 
SoLução. Escrevamos a equação da assíntota dada sob a forma y = 3 


2 


u eo ate a 
2 1 sãoy + Temos, pois, a 


2? 
As assíntotas de — 
a 


4 
Como um dos vértices se encontra em (6, 0), a =6 e b= E = 8. 


2 
A equação é por conseguinte, 3 -— Em = 1. 


9. Determinar a equação da hipérbole de centro em (— 4, 1), vértice em 
(2, 1) e semi-eixo não transverso igual a 4. 


SoLução. A distância entre o centro e o vértice é 6; logo a = 6. 
O semi-eixo não transverso é 4; logo b = 4. 
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2 2 
Substituindo em (22) — US = 1, obtemos 





(2+4)  (u=1) 
36 16 É 


10. Determinar (a) o centro, (b) os vértices, (c) os focos, (d) as equações 
das assíntotas e (e) fazer um esbôço da hipérbole cuja equação é 9x? — 167º — 
— 187 — 64y — 199 = 0. 


SoLUÇÃO. (V. Fig. 71). Com- 
pletemos o quadrado e escreva- 
mos a equação na forma típica 


2 2 
(x>h)  (v>k) = 1 
a? b? 


| 
| 
| 
| 
| 
| 
9 (12-22 +1)- 16 (2 +4y + DG fo) X 


9 (2 — 1)? — 16(y + 2)? = 144, 


| 
| 
2 2 
(2=1)  (v+2) dy | 
16 9 | 
Resp. a. (1, — 2); | 
bd. (—3,— 2), (5, — 2); Fig. 71 
c. (—-4,-2,(6—-2); dy+2=+ = (e- 1). 


11. Escrever a equação da hipérbole que passa pelo ponto (4, 6) e cujas 


assíntotas são y = + V/ ER 


SoLUÇÃO. As assíntotas da hipérbole E — + = | são dadas por 
y =+ o z. 

Alternando, La — ou =--=0 e Rearo 

Tendo-se em conta (= —- +) (5 + 1). & — + a segue- 
-se que as equações das assíntotas de E — x = 1 podem ser determinadas 


anulando-se o primeiro membro da equação da curva e fatorando. Assim, no 
presente problema a equação da hipérbole tem a forma 


(y — 32) (y + V E = C (constante). 
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Substituindo x e y pelas coordenadas do ponto (4, 6), vem 
(66-43) 6+4+4V39)=C=-—12. 


Portanto, a equação procurada é 


y-V32 (y+V32)=-12 
ou 
37º — y? = 12. 


Definição. Duas hipérboles chamam-se conjugadas quando o eixo transverso 
e o não transverso de uma são, respectivamente, o eixo não transverso e o trans- 
verso da outra. Se a equação de uma hipérbole estiver escrita na forma típica, 
determina-se a equação da hipérbole conjugada, trocando os sinais dos coeficientes 
de xº e y* na equação dada. 

: , g? y? 

12. Escrever a equação da hipérbole conjugada de o qo - 1. 

Escrever as equações das assíntotas e determinar as coordenadas dos focos 
de cada curva. 


2 


y = 
ed: 


2 
SOLUÇÃO. A equação da hipérbole conjugada é — ç + 


Para cada hipérboie, c = 4/9 + 16 = 5. As coordenadas dos focos são, 
pois, (+ 5, 0), para a hipérbole dada, e (0, + 5) para a hipérbole conjugada. 


4 
Às equações das assíntotas, y = + 3 % são as mesmas para ambas as hi- 


pérboles. 


13. Deduzir a equação do lugar geométrico gerado por um ponto P (x, y) 
que se desloca de modo que o produto dos coeficientes angulares das retas que, 
o unem a (— 2,1) e (4,5) é sempre 3. 


y—l x y— 5 


Tt+2 t—4 o 


SOLUÇÃO. 








Simplificando, obtemos 
37º — y2 + 6y — 6x — 29 = 0, 
que é a equação de uma hipérbole. 


14. Provar que a diferença das distâncias do ponto ( 8, BvT ) da hipér- 


bole 647º — 36y? = 2304 aos focos é igual à medida do eixo transverso. Tais 
distâncias são os raios vetores do ponto. 


2 2 
SoLUçÃo. Escrevamos a equação sob a forma 37 — rn = 1 


Teremos, então c=+:V36+64 = +10, 
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O comprimento do eixo transverso é 2a = 12. 





A diferença das distâncias de ( S, 8v7 ) aos focos ( + 10, 0) é 








3 
CT fr Je NG a SR RR 
err + (EXT no) = e -103+ (EXZ o = 
58 2 
poe e 


PROBLEMAS PROPOSTOS 
1. Determinar (a) os vértices, (b) os focos, (c) a excentricidade, (d) a corda 


focal mínima e (e) as equações das assíntotas de cada uma das seguintes hipér- 
boles: 


(1) 47º — 45yº = 180; (2) 49yº — 167º = 784 
(3) 2º — yº = 25 


Resp: (1) a (+3 V5,0); b. (+70); c 7 A 





d. 8 v5. e. da VD 
15 15 








2) a (0,44) d (0,448); c V6, 





49 4 
d ey= E. 


(3) a. (+50); 5.(+542,0); c. V2; d. 10; e. y = +2. 


2. Escrever as equações das hipérboles, em relação às quais se dão as se- 
guintes condições: 


(a) Eixo transverso, 8; focos em (+5,0).  Resp.: 9x? — 16yº = 144, 
(b) Eixo conjugado, 24; focos em (0, + 13). Resp.: 144yº — 257º =3600 
(c) Centro em (0,0), um foco em (8,0) e um vértice em (6, 0). 
Resp.: 7x? — 9y" = 252 
3. Um ponto se desloca de modo que a diferença de suas distâncias a (0, 3. 
e (0, —3) é 5. Deduzir a equação de seu lugar geométrico. 


Resp.: 447º — 100yº = 275. 
4. Determinar a equação do lugar geométrico gerado por um ponto que 
se desloca de modo que sua distância a (0,6) é 3/2 de sua distância à reta y — 8/3 =. 
Resp.: by' — 427º m 80. 
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5. Escrever a equação da hipérbole de centro na origem, eixo transverso 
no eixo dos y, comprimento da corda focal mínima igual a 36 e distância entre os 
focos 24. 


Resp.: 3y" — 2º = 108. 


6. Escrever a equação da hipérbole de centro na origem, eixo transverso 


sôbre o eixo dos 7, excentricidade 2 / 3, comprimento do latus rectum 18. 
Resp.: 121yº — 1lxº = 81. 


7. Escrever a equação da hipérbole com centro na origem, eixos sôbre os 
eixos coordenados e que passa pelos pontos (3, 1) e (9, 5). 


Resp.: 2º — 3yº = 6. 


8. Deduzir a equação da hipérbole de vértices em (+ 6, 0) e assíntotas 
6y = + 72. 


Resp.: 494º — 36º = 1704. 


9. Determinar a equação do lugar geométrico descrito por um ponto que 
se desloca de modo que h diferença de suas distâncias a (— 6,—4) e (2,—4) é 6. 


2 2 
Reis (252) E (154) ao 


10. Achar as coordenadas (a) do centro, (b) dos focos, (c) dos vértices e esta” 
belecer (d) as equações das assíntotas da hipérbole 97? — 16y? — 36x — 32y — 
— 124, = 0. 


Resp: a (BL-1;b(MG-D(-3-1; e6-D(-2-1); 
dytl=+ e-—2. 


1. Um ponto se desloca de modo que o produto dos coeficientes angulares 
das retas que o unem aos pontos (— 2, 1) e (3,2) é 4. 


Provar que o lugar é uma hipérbole. 
Resp.: 47º — yº — 4x +3y — 26 = 0. 


12. Um ponto se desloca de modo que o produto de suas distâncias orien- 


tadas às retas 3x — 4y +1=0 e 32+4y-—-7=0 é 144/25. Determinar a 
equação do lugar. Que curva é essa? 


Resp.: 97? — 16y2 — 18x + 32y — 151 = 0. É uma hipérbole. 


13. Achar a equação de uma hipérbole, sabendo que o centro é (0, 0), um 
dos vértices é (3, 0) e a equação de uma das assíntotas é 2x — 3y = 0. 


Resp.: 47º — 9yº = 36. 
14. Escrever à equação da hipérbole conjugada da hipérbole do problema 13. 
Resp.: 9y* — 47º = 36. 


HIPÉRBOLE 105 


15. Determinar os pontos de interseção das hipérboles dadas por suas equa- 
ções e traçar as curvas: 
2 —2y +r4+8y—-8=0, 
37º — 4y" + 3x + 16y — 18 = 0. 
Resp: (LD, (1,3, (—-2,D, (—- 2,3). 





16. Provar que a diferença das distâncias do ponto (o 8 Y 5 ) da hipérbole 


9x7? — 16y* = 144 aos focos é igual ao comprimento do eixo transverso. Essas 
distâncias são os raios vetores do ponto. 


CaríTULO -8 


TRANSFORMAÇÃO DE COORDENADAS 


Introdução. Sucede algumas vêzes que a escolha dos eixos 
feita no início da resolução de um problema não conduz à forma mais 
simples da equação. Uma equação pode ser simplificada por uma 
transformação adequada dos eixos. Isso pode ser efetuado em dois 
estágios: um, chamado translação de eixos; outro, chamado rotação 
de eixos. 


Translação de eixos. Seja OX e OY os eixos primitivos e 
O'X' e O'Y' os novos eixos, respectivamente paralelos aos primeiros 
(Fig. 72). Admitamos também 
que a nova origem referida, 
aos primitivos eixos, seja O 
ponto (A, k). 


Y 


Seja P um ponto qualquer 
do plano; admitamos que suas 
coordenadas referidas aos primi- 
tivos eixos sejam (x, y) e referi- 
das aos novos sejam (x” , y). 
Vamos determinar x e y em 
função de 1º, y, he k: Fig. 72 





2x=MP=MM'+4M'P=h+4Y% 


y=NP=NN'AN'P=k+y. 
As fórmulas de translação são, pois, as seguintes: 
t=7+h, y=y + k. 
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Rotação de eixos. Sejam OX e OY os eixos primitivos e 0X' 
OY"',os novos eixos (Fig. 73). O é a origem comum dos dois sistemas. 


Consideremos o ângulo Y 
X'0X, segundo o qual os 
eixos giraram, e designemo-lo 
por 0. Seja ainda P um 
ponto qualquer do plano, de 
coordenadas (x, y), quando 
referidas aos primitivos eixos, 
e (x”, y'), referidas aos novos 
eixos. Determinemos x e y 
em função de 1',7' e 0; 


Tv =0M = ON — MN 
= 1' cos0 — y' senô Fig. 73 





MP =MM'+4+M'P=NN'A4 M'P 
= q' sen0 + y' cos 0. 


y 


Portanto, as fórmulas de rotação dos eixos, segundo um ângulo 
0, são: 
q =Ír'cosô — y' senô 


y =x senô0 + y' cos. 
PROBLEMAS RESOLVIDOS 


1. Determinar a equação da curva 27º + 3yº — 81 + 6y = 7, depois que 
a origem foi transferida para o ponto (2, — 1). 


SoLuçÃo. Fazendo na equação pro- 
posta x =171'+2ey=y' — 1, obtemos 


2(7 +22 +3(y' — 1) —-8(7' +2) + 
+6y—- D)=7. 


Desenvolvendo e simplificando, 
surge a equação da curva referida aos 
novos eixos: 


272 + 3y? = 18. 


Esta é a equação típica da elipse com 
centro na nova origem e eixo maior sôbre 
o eixo dos x”, tendo por semi-eixos 


a=3eb= 6. (V.Fig. 74). Fig.. 74 
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2. Determinar a translação de eixos que transforme a equação 37º — 4yº + 
+ 6x + 24y = 135, numa outra, cujos coeficientes dos têrmos de primeiro grau 


sejam nulos. 


SoLuçÃo. Substituamos x e y por seus valores x' + hey + k, respectiva- 
mente, e grupemos os coeficientes das diferentes potências de x' e y”. 
Str +h) -4(y +KP+6(r +) +24 (y' + k) = 135 
ou 
32? — 4y2 + (6h + 6)x' — (8k — 24)y' + 3hº — 4k? + 6h + 24k = 135 
Das condições 6h + 6 =0 e 8k — 24 =0, tiramos h= —1, k=3. A 
equação se transforma, pois, em 


37? — 4y'? = 102. 


É esta a forma típica da equação da hipérbole de centro na origem, eixo trans- 


verso sôbre o eixo dos x, tendo o semi-eixo transverso por medida 4/34. 


Outro método. O método seguinte é frequentemente utilizado na eliminação 
dos têrmos de primeiro grau. 


Completando o quadrado, 
37º — 4y” + 6x + 24y = 135 
transforma-se em 
3(2 +22+4D-—-4(y— 6y +9) = 102 
ou 
3(2+4+1)2—-4(y — 3) = 102. 
Façamos agora vz+1l=7' ey-—-3=y. A equação se transforma em 
32? — 4y'? = 102. 
3. Achar a equação da parábola q? — 2xy + yº +27 — 4443 =0 após 
uma rotação de 45º nos eixos. 


SOLUÇÃO. 


, , 


z =" cos 45º — y' sen 45º = E 
2 








, , 
y = q' sen 45º + y' cos 45º = E a. 


Substituindo êstes valores na equação proposta, vem 


(=) 2 (5) (55) + (65) + 


v—y' v+yN 
24“-—-=— |- RR 3=0. 
+ (E) (5) + 
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Desenvolvendo e simplificando, a equação sereduz a 2yº — /27' -3V2y+ 
3/2 3V2 
8 0 4 





+ 3 = 0, ou seja, uma parábola de vértice em ( ) e eixo para- 


lelo ao novo eixo dos z”. 


4. Determinar o ângulo, segundo o qual os eixos devem girar para eliminar 


o têrmo em xy (*) na equação 77º — 6 V3 zy + 13yº = 16. 


SoLução. Na equação dada substituamos x por x' cos0 — y' send e y por 
z' sen O + y' cos 6. 


Temos, pois, 
7(x' cos 0—y' sen 0)? — 6 V3 (x' cos 6 — y' sen 6) 
(x' sen 0 + y' cos0) + 13 (x' sen O + y' cos 0)? = 16. 


Desenvolvendo e grupando os coeficientes dos diferentes têrmos, 


(7 cos? 8 — 6/3 sen cos0 + 13sen 0) 72 + 
+ [12sen 6 cos0 — 643 (cos? 8 — sen? 9)] x'y' + 
+(7sen?0 +63 senfcos0 + 13 cos20)y? = 16. 


Para eliminar o têrmo em z'y', façamos seu coeficiente igual a zero e resol- 
vamos a equação obtida em relação a 0. 


12sen 8 cos0 — 6/3 (cos? 0 — sen? 6) = 0, 
ou 
6sen20 — 6 43 (cos20) = 0. 
Então 


tg20= 3, 20=60º e 0 =30º. 


Substituindo 6 por êste valor, a equação se reduz a 7? + 4? = 4. Esta 
é a equação de uma elipse de centro na origem e eixos situados sôbre os novos 
eixos coordenados. Os semi-eixos são a =2 e b=1. 


À FORMA MAIS GERAL da equação do segundo grau é: 
Az? + Bry + Cy + Dx + Ey+F =0. 


Demonstra-se, na discussão geral desta equação, que o ângulo 6, de que é 
necessário girar os eixos para eliminar o têrmo retângulo, pode ser calculado por 


intermédio da fórmula 





B 
tg 20 = ADC 


(*) Têrmo retângulo (N. do T.) 
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5. Por meio de translação e rotação dos eixos coordenados reduzir a equação 
br? + 6xy + 5y" — 42 + 4y — 4 =0 

a sua forma mais simples. Traçar a curva, apresentando os três sistemas de 
eixos coordenados. 

SoLução. Para eliminar os têrmos do primeiro grau, façamos 

r=7+he y=y' +k. 
Str ++ +Ho(y +O)+HSty +KkP—4(a +) + 
+ály +hk)—4 =0. 
Desenvolvendo e grupando convenientemente os têrmos, vem 


5a"? + 6x'y' + 5y'? + (10h + 6k — 4)x' + (10k + 6h+ 4)y' + 
+ 5h? + 6hk + 5k? — 4h + 4k — 4 =0. 


Façamos 10h + 6k — 4 = 0 e 10k + 6h + 4 = 0. Resolvendo o sistema 
formado, obtemos h = 1 e k = — 1. A equação reduz-se então a 


512 + 67'y' + 5y? = 8. 


Para determinar 6 utilizaremos a expressão 
B 6 
Ovi qe ses o 
Logo, 2 8 = 90º, donde 0 = 45º. 
As fórmulas de rotação são 





Substituindo, 


"1 un 2 1 
z My. x —y 
(E) +e(E= 


De envolvendo e simplifican- 
do, a equação reduz-se a 


4x"? + y'"? = 4, 


correspondente a uma elipse com 
os eixos sôbre os eixos dos 7” e 
dos 1'', com o centro na nova ori- 
gem, cujo semi-eixo maior mede 2 
e o semi-eixo menor mede 1. (V. 
Fig. 75). 


A EQUAÇÃO GERAL 4z* + Bxy+ 
+ Cy + Dx + Ey+F =0, ex- 
ceto em casos particulares, representa uma cônica. 








Pode-se demonstrar que para 


Bº — 4AC <0, a curva é uma elipse, 
Bº —- 44C = 0, a curva é uma parábola, 
Bº —- 44C >0, a curva é uma hipérbole, 
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Nos casos particulares a que nos referimos, o lugar geométrico pode apre- 
sentar-se como duas retas, como um ponto ou ser imaginário. 


6. Determinar a natureza do lugar geométrico da seguinte equação: 
44º —47y + yº —-62+3y+2=0. 


SoLução. Como Bº — 44C' = 16 — 16 = 0, o lugar pode ser uma pará- 
bola. 


Se gruparmos os têrmos convenientemente, a equação poderá ser fatorada. 
(47º — 47y +u”) —-3(2x — y)+2=0, 
(22 —-y?-3(22 —- 9) +2=0, 
(2: —-y—-D)DQ-—-y—-2)=0. 
O lugar geométrico é constituído por duas retas paralelas, 
2x —-y-—-1l=0 e 2x-y-—-2=0. 
7. Determinar a natureza do lugar geométrico da equação 
97º — 12zxy + 79º + 4 =0. 
SoLução. Neste caso B? — 4A4C' = (144 — 252) < 0, condição necessária 
para uma elipse. 


Todavia, se escrevermos esta equação sob a forma 
(37 — 29)? + 3yº + 4 =0, 
veremos que nenhum valor real de z e y verifica a equação. O lugar é, pois, ima- 
ginário. 


Outro método consiste em resolvermos a equação em relação a y, por meio 
da fórmula da equação do segundo grau. 


y = [2a + V (122)? — 4 (7) (02? + 4) | + 6x + V — (277? + 28). 
2 (7) 7 
O lugar geométrico é imaginário para todos os valores reais de z. 


8. Eliminar os têrmos do primeiro grau de 
32º + 4yº — 1272 + 4y +13 = 0. 


SoLução. Completando o quadrado, vem 


Bits A D+HAW AV A) =0, 
ou 
3-4 + = 


1 
Fazendo 7x —-2=4%'e y+ e y, obtemos 3x'? + 4y'? = 0. 


Esta equação só é verificada por 7º =0 ey = 0, isto é, pelas coordenadas 
da nova origem, que é o lugar geométrico. 
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O lugar geométrico da equação original é o ponto (2, — Ei ). 


9. Simplificar a equação 47º? — 4zy +y' —- 857 -— 16/5y= 0. 


SoLução. Como B? — 44C = 0, o lugar geométrico pode ser uma parábola. 


No caso da parábola, giremos os eixos antes de fazer uma translação. 





cá 4 3 

gabi» “9 logo, cos 20 = — —. 
Como cos 29=2 cos*0—1= — se cos” O = di cos = —— e sen 8= po 
5 E 5 ; V 5 VA 


As fórmulas de rotação são 


x — 2y' 2x' + y 
L= == = — 4 
a V5 
Substituindo, vem 


( =) al a) (A) (EA) 


des q — 2y' sa 22º denps 
-svs(*=")-0 v5 (=>)-o 
(E) ve (E) 


Desenvolvendo e simplificando, obtemos y'* — 87' = 0, isto é, a equação 
de uma parábola (Fig. 76). 


Y 


La 
< 
ss 





Fig. 76 Fig. 77 


10. Simplificar a equação xy — 2y — 4x = O. Esboçar a curva, apresen- 


tando os três sistemas de eixos. 
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SoLução. Como B? — 44C = 1 >0,a curva, se é que existe, é uma hipér- 
bole. Substituindo x por x' +h ey por y + K, a equação se transformará em 


(vv +toly +k)-2(y +k)—-4(7 +h)=0, 
ou 
gy +(k—-)r +h—-Dy' + hk —-2k — 4h = 0. 


Para k = 4eh = 2, a equação resultante será x'y' = 8. 
Para determinar o ângulo de rotação: 


do, 20=909, 0 = 45º 


tg20 = — j 


Então, 
, e"! — uy! . £" + u” $" — y” 2" + y” 
=," Yy = =" 4.76 ER SO me = 8. 
V2 2 V 2 2 


Simplificando, a equação final será 7º? — y'”? = 16, isto é, uma hipérbole 
equilátera ou retangular. (Fig. 77). 





11. Determinar a equação da cônica que passa pelos cinco pontos seguin- 
tes: a, D), (2,3), (3, — D), (= 3, 2), Ç= 2, Ei 1). 


SoLuçÃo. Dividamos a equação geral do segundo grau pelo coeficiente A: 
2 +Bzy+Cy+4+Dz+4 Ey+F' =0. 
Substituamos agora x e y pelas coordenadas dos pontos dados. 
B + C4 D+4 E+F =-1 
6B +90'+2D 4 3E' +F' = —4 
—3B' 4 C'43D' — E +F' = —9 
—6B +40'-3D +2E' + F' = -—-9 
2B'+ 0 — 2D - E +F' = —4 
O sistema formado tem a seguinte solução: 


, 8 Paes 13 fina doe 9 , 2 
REAR jo oO GR oa CR 9 


Substituindo êstes valores na equação proposta e simplificando, chegaremos 
à equação 
97º + 8xy — 13yº — x + 19y — 22 = 0. 


Como Bº — 44C = (64 + 468) > 0, a cônica é uma hipérbole. 


Um segundo método de resolução dêste problema é o seguinte (v. Fig. 78): 


A equação da reta 4B é z —5y+13=0 dareta CD éy+1=0. A 
equação dêsse par de retas é: 


V+HD(r—5y+I)=zy-5y+z+8y+13=0. 
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Anâãlogamente, a equação do par de retas AD e BC é 
l2zº +7zy+y — br —4y—77=0: 


A família das curvas que passam pe- 
los pontos de interseção dessas retas é re- 
presentada pela equação 


zy— 5y +r+8Sy+I34Kk (127º + 
+7zy +y — 5x — 4y — 77) =0. 


Para determinar a curva desta família, 
que passa pelo quinto ponto (1,1), subs- 
tituamos x e y por suas coordenadas e 
resolvamos a equação em relação a k. Obte- 
remos k = 3/11. Fig. 78 


Quando êste valor é substituído em k, a equação se reduz a 
97º + 8xy — 13yº — x + 19y — 22 = 0. 





PROBLEMAS PROPOSTOS 


1. Por intermédio de uma translação de eixos, empregando sz =z'+he 
y =y' + k, reduzir cada uma das equações dadas à forma típica mais simples e 
especificar a natureza do lugar geométrico. 


(a) y— 6y — 42 +5 = 0. 
Resp.: y? = dz. Parábola. 
(b) 2 +y +27 — 4y— 20 = 0. 
Resp.: 2º +y' = 25. Circunferência. 
(c) 37º — 4y? + 127 +8y —-4=0. 
Resp.: 37º — 4yº = 12. Hipérbole. 
(d) 27º +3yº — 47 + 12y — 20=0. 
Resp.: 27º + 3yº = 34. Elipse. 
(e) x? + 5yº + 27 — 20y+ 25 = 0. 
Resp.: 2º + 5y? + 4 = 0. Elipse imaginária. 


2. Eliminar os têrmos do primeiro grau em cada uma das seguintes equações, 
completando o quadrado. 


(a) 2 +2y"—- 42 +6y —8 = 0. Resp.: 27º + 4yº = 33. 
(b) 37º — 4y? — 6x — 8y — 10 = 0. Resp.: 37º — 4y' = 9. 

(c) 222 +5y? — 127 +10y — 17 =0. Resp: 27º + 5yº = 40. 
(d) 372 + 3yº — 12x + 12y — 1 = 0. Resp.: 32º + 3y? = 25. 


3. Por uma translação de eixos, eliminar os têrmos do primeiro grau em 
2zxy —- x —y+4=0. Resp.: 4xy + 7 = 0. 
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4. Por uma translação de eixos, eliminar os têrmos do primeiro grau em 
2 +2ry +3y + 2x — 4y —- 1=0. 


Resp.: 27º 4 4xy 4 6y? — 13 = 0. 


5. Seguem-se as equações de diversas cônicas. Determinar a natureza de 
cada uma, servindo-se da expressão B? — 44C. 


(a) 37º — 107xy +3y + 7x —- 32 =0. Resp.: Hipérbole. 

(b 41x? — 84xy + 76yº = 168. Resp.: Elipse. 

(c) 16x? + 247y + 9yº — 307 + 40y = O. Resp.: Parábola. 

(d) zytz—-2+3 =0. Resp.: Hipérbole. 

(e) 2º — 4xy + 4yº = 4. Resp.: Duas retas paralelas. 


6. Mediante uma rotação dos eixos coordenados, simplificar a equação 
Dz? + 24xy + 16yº + 907 — 130y = O e identificar o lugar geométrico. 


Resp.: 7º — 2x — 6y = 0. Parábola. 
7. Fazer com os eixos coordenados uma rotação correspondente ao arctg - 
e simplificar a equação 
Ox? + 24x7y + 16yº + 807 — 60y = 0. 
Representar gráficamente, apresentando os dois sistemas de eixos. 
Resp.: xº — 4y = 0. 


8. Simplificar cada uma das seguintes equações pela transformação ade- 
quada dos eixos e fazer a representação gráfica, apresentando o lugar e todos 08 
sistemas de eixos. 


(a) 9xº + 4xy + 6yº + 12x + 36y + 44 = 0, 
Resp.: 27º +y' = 2. 
(6) 2 -10zy+y +tz+ty+1I=0. 
Resp.: 327º — 48yº = 9. 
(0) 172º — 12xy + 8y* — 68x + 24y — 12 = 0. 
Resp.: zº + 4yº = 16. 
(d) 27! +3xy+H4y +22 —-I3+H5=0. 
Resp.: Não existe lugar (é imaginário). 
9. Achar a equação da cônica que passa pelos pontos (5, 2), (1, — 2), (— 1,1). 
(2,5) e(— 1, — 2). 
Resp.: 497º — 55zy + 36y* — 1107 — 19y — 231 = 0. Elipse 


10. Achar a equação da cônica que passa pelos pontos (1, 1), (— 1, 2). 
(0, E 2), (= 2, = 1), (3, Es 3). 
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Resp.: 167º + 46zy + 49yº + 16x + 23y — 150 = O. Elipse. 


11. Determinar a equação da cônica que passa pelos pontos (4, 1), (2, 2), 
(3, 2), (4, E 1), (1, no 3). 


Resp.: 172º — 16zy + 54yº + 1llz + 64y — 370 = 0. Elipse. 


12. Leterminar a equação da cônica que passa pelos pontos (1,6), (— 3, — 2), 
(= õ, 0), (3, 4), (o, 10). 


Resp.: xy — 2x +y — 10 = 0. Hipérbole. 


CAPÍTULO 9 


COORDENADAS POLARES 


Coordenadas polares. Em vez de determinar-se a posição de 
um ponto em um plano por suas distâncias a dois eixos ortogonais, 
algumas vêzes é preferível exprimir sua localização em função da dis- 
tância que o separa de um ponto fixo O e do ângulo que a direção OP 
forma com uma reta fixa que passa por O. As coordenadas dos 
pontos nesse sistema denominam-se coordenadas polares. 


Temos, assim, um ponto fixo O, cha- P(r 0) 
mado pólo, e uma reta orientada 04, 
chamada eixo pular. E 


As coordenadas polares do ponto P 
são representadas por (r, 0), Fig. 79, sen- 
dor o rato vetor OP e 8, o ângulo veto- 
rial ou ângulo polar AOP. A distância 
r, medida de O até o ponto P sôbre o lado terminal do ângulo 
AOP, é positiva. Como em trigonometria, o ângulo vetorial O é 
positivo, quando medido no sentido contrário aos dos ponteiros. de 
um relógio, e negativo, quando concorda com aquêle sentido; r é 
positivo, quando medido do pólo ao ponto, sôbre o lado terminal do 
ângulo, e negativo, quando medido no sentido oposto, isto é, sô- 
bre o prolongamento do lado terminal, além de O. 


e A 
Fig. 79 


Se a relação entre r e 0 fôr expressa por uma equação de qualquer 
forma, poderemos atribuir valores a € e determinar os correspondentes 
der. Os pontos assim determinados pertencem a uma curva definida. 


Simetria. Ao fazermos uma representação gráfica em coorde- 
nadas polares, exploramos com freqgiência a simetria. Em coorde- 
nadas polares também há critérios a adotar. 
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Quando à equação não se altera pela substituição de 8 por — 0, 
a curva é simétrica em relação ao eixo polar. 
T 


7" quando a equação 


A curva é simétrica em relação à reta O = 


não se altera pela substituição de 0 por 7 — 0. 


Uma curva é simétrica em relação ao pólo, quando sua equação 
não se altera pela substituição de r por — r ou pela substituição de 
0 por m + 0. 


Relação entre coordenadas ortogonais e polares. Consi- 
deremos o ponto P (r, 0), e suponhamos (Fig. 80) que o eixo polar 
0X e o pólo O sejam, respectivamente, o semi-eixo dos x positivo e a 
origem de um sistema de coordenadas Y 





ortogonais. Sejam (x, y) as coordenadas DA 
cartesianas do ponto P. Temos então 

z =rcos0, 

y = rsenô, 

r=V2+9? 
e 

0 = arctg Es 

x Fig. 80 


PROBLEMAS RESOLVIDOS 


1. Calcular a distância entre os pontos P) (r;, 01) e Ps (rs, 05). 


SoLução. Como foram dados 
dois lados de um triângulo e o ângulo 
compreendido por êles, (Fig. 81), o 
terceiro lado poderá ser calculado por 
meio da lei dos co-senos. 


R(n. A) 







Atr. O) 





P, Po = Vrt+tr—2r T9 CO8 (02 — 01). 


2. Calcular a distância entre os 
pontos (6, 15º) e (8, 75º). Fig. 81 


SoLução. Utilizando a fórmula do problema 1, acima, temos 


d= "648º — 2(6) (8) cos (75º — 15º) = 


á (ore -o() =2V13. 
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3. Achar a equação polar da circunferência de centro em (r;, 61) e raio a. 
SoLUçÃo. Seja (7,0) um ponto qualquer da circunferência (Fig. 82). 


Empregando a lei dos co-senos, obtemos a equação 


qo? d+ ri — 2rry cos (0 = 01) 
ou 


r? —2rycos(0 — 0) + rP =a?. 





Fig. 82 Fig. 83 
4. Escrever a equação da circunferência de centro em (a, 0º) e raio a. 


SoLução. Neste caso, 0, = 0º (Fig. 83). Segundo a lei dos co-senos, 


2 urtta — 2ra cos 6. 


a 
Então, a equação procurada é: 
rº = 2arcos0 ou r=2acos 6. 


5. Calcular a área do triân- 
gulo, cujos vértices são (0, 0), 
(r1, 01) e (ra, 02). 


SoLução. (Fig. 84). Área = À 


o 


(OP1) (h) = 5 rara sen(0, — 01). 





6. Calcular a área do triân- 
gulo, cujos vértices são (0, 0), 
(6, 20º) e (9, 50º). 


1 1 
SoLUÇÃo. Área = 2 "ira sen (00 — 01) = 7 X 6 X 9sen (50º — 20º) = 


Fig. 84 


= 13,5 unid. de área. 


7. Achar a equação da reta que passa pelo ponto (2, 30º) e é perpendicular 
a OX. 


SoLUçÃoO. Seja (r, 0) um ponto qualquer da reta (Fig. 85). Então, 


r cos O = 2 cos 30º = 2 (2) =, 


ou 


reos0 = 3. 
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8. Achar a equação polar de uma reta paralela ao eixo polar OX e situada 
a 4 unidades abaixo dêle. 





(r.- 0) 
Fig. 35 Fig. 86 


SoLução. Seja (r, — 8) um ponto qualquer da reta L (Fig. 86). Temos 


imediatamente 
rsen(— 0) =4 o rsen94+4=0. 


Nota: cos(— 0) = cos0; sen(— 9) = — sen 0. 


9. Uma reta passa pelo ponto (4, 30º) e faz um ângulo de 150º com eixo 
polar. Determinar sua equação. 


SoLução. Seja (1,0) um ponto qualquer da reta (Fig. 87). Temos então 
OA =r cos (8 — 60º) = 4sen 60º ou r cos (0 — 60º) = 2 4/3. 





Fig. 87 Fig. 88 


10. Determinar a equação da reta que passa pelo ponto (4,120º) e é normal 
ao segmento que une (4, 120º) ao pólo (0, 0). 

SoLução. Seja (r, 6) um ponto qualquer da reta (Fig. 88). A reta L é per- 
pendicular ao segmento d. Ora, d = cos (8 — 120º) = 4; logo, a equação de L 
é rcos (6 — 120º) = 4. A equação r cos (0 — 120º) = 4 é a forma polar corres- 
pondente à forma normal da equação da reta em coordenadas cartesianas orto- 


gonais, sendo p = 4 e w = 120º. 
11. Determinaro lugar geométrico 


OP 
de P (r, 0), tal que MP 5 (constante). 


SoLuçÃão. (V. Fig. 89). 
MP = N0+0Q =p+rcosô 
Como OP = e. MP, podemos es- 
crever: r = e(p +r cosô) ou 
1I — e cos 6. Fig. 89 





r 
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Se D'D estivesse à direita do pólo O, a equação teria a forma 


ep 


Pro Il +ecos 6. 


Como o ponto (r, 0) se desloca de modo que a razão de sua distância ao ponto 
fixo O (pólo) para a da reta fixa D'D é constante e igual a e, a curva descrita é 
uma cônica; a natureza desta depende do valor de e. 


Se a reta fixa D'D fôsse paralela ao eixo polar, a equação tomaria a forma 


a EP es 
"| +sen 6. 


12. Determinar a natureza da cônica definida pela equação 


12 
TS 4 43cos 6. 


SoLução. Dividindo ambos os têrmos por 4, a equação se transforma em 
a 
r= 1+4 ç cos 6. 


Conclusão: e = 3/4e0 lugar geométrico é uma elipse. Deep = 3ou Sp=3 


tiramos p = 4. A diretriz D'D é perpendicular ao eixo polar e situada a 4 uni- 
dades à direita do pólo. 


13. Achar a equação polar da elipse 9xº + 4yº = 36. 


SoLução. Substituindo x e y pelos valores dados pelas relações x = r cos 0 
e y =r sen 0, passaremos à equação pedida: 


9r? cos? 0 + 4r? sen? 8 = 36, ou r2(4+4-5cos? 0) = 36. 
14. Escrever a seguinte equação em forma cartesiana: 1? — 2r (cos 0 — 
— sen0) —-7 =0. 
SoLução. Fazendo r= 27º +y, 0 = arctg e obteremos a equação 


procurada: 


z y 
2 +y—-Zv2+y (+= - 2) —7=0 ou 
V 2 + y V 2 +y 


2 +y—-2Z +2y—-7=0. 
Trata-se de uma circunferência de centro em (1, — 1) e raio = 3. 


15. Escrever a seguinte equação em forma cartesiana: 


4 


"= 4 —cos0 


ou r(l-—cos6) = 4, 


SoLUÇÃO. r=V2º+y e cos0= q * obteremos 


z 
2 + y2 
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—— z 
2 2ii--—- |) =a4. 
V2º +y É + 5) 
Simplificando, vem 


Vz2-+y —-7=4 ou Vz+ty=r+4. 


Elevando ao quadrado, obteremos x? + y' = 7º + 8x + 16 
ou y! — 8x — 16 = 0, equação de uma parábola com vértice em (— 2, 0), simé- 
trica em relação ao eixo dos z. 

16. Paesar a equação seguinte para a forma cartesiana e identificar a curva: 


1 


"14 — 2gsen 0 


SoLução. Substituindo, podemos escrever 
1 
/ z? + y? mi 2” 


1 a —mamere— 
Va + y? 
Simplificando, vem 


V2+y 


V2+y?—2y 


Mas, Vzº + y' = 0 sômente para 2 =y = 0. 


Ve +y! m ou V2 +97 (V 2+y)-2—l1) =0. 


Elevando ao quadrado 2º +y —2y — 1 = O e simplificando, obtemos 
Z — 3y? — 4y — 1 = 0, que é à equação de uma hipérbole. 


17. Determinar as coordenadas dos pontos de interseção do seguinte par 
de curvas: 


(1) r=1 — cos6 
(2) 1 = sen 30. 


SoLução. Segundo a trigonometria, 1 — cos 0 = 2 sen? >. 


Então, 2 sen? 5 = sen E 


0 0 
2 ou eng (280 7 -1)=0. 


Resolvendo, obtemos sen 6 = 0 e sen 6 = > 


0 . 0 1 0 Ô 
Para sen 0, temos 6 = 0º; para sen 2 9 temos — = 30º e = 150º, 


donde 6 = 60º e O = 300º. 


Portanto, as coordenadas dos pontos de interseção são (0, 0º), (5 ; 60), 


(5 300º) 
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18. Achar o centro e o raio da circunferência 
r +4rcos0-—4 3 rsen 6 — 20 = (. 


SoLução. Vamos empregar a equação do Problema 3. Desenvolvida, ela 
se transforma em 


r” — 2r(ricos6i cos +r;senBisend) + | — a? = O 
ou 
r? —-2r;cos0;rcos0 — 2r;senOjrsenO +r/) — q? m (. 


Comparando a equação dada com a forma desenvolvida, concluímos: 
(1) — 2, cos by = 4, (2) 2r;sen O, = 4 V3 e 
(3) r?— a? = — 20. 
Dividindo (2) por (1), obtemos tg 0) = — 4/3, donde 6, = 120º. Substi- 
l 
tuindo em (1), vem — 2r; (- 3) = 4 our; = 4. Então, tendo em vista (3), po- 


demos escrever 16 — q? = — 20, donde a = 6. 
Por conseguinte, a circunferência tem centro em (4, 120º) e raio 6. 


19. Achar a equação do lugar geométrico de um ponto que se desloca de 
modo tal que o produto de suas distâncias a (— a, 0º) e a (a, 0º) dá sempre a?. 
SoLUçÃo. No triângulo AOP, Fig.90, de acôrdo com a Jei dos co-senos, temos 


AP = Va* + 7º — 2ar cos (180º — 0) = Prr,0) 
= a? + 1º + 2ar cos 6. 
No triângulo BOP, temos 


PB = Va? + rê? — 2ar cos 6. 
AP.PB = V(a2+r%)2- 40º cos?8 = a?. 


Elevando ao quadrado, A /A B 
a! + 20%? + 14 — 49?rº cos?) = af. (-a,0º) O (2,09 X 
Simplificando, Fig. 90 


4 + 202%? — 40?r? cos? 0 = 0 
r2 (12 + 20? — 49? cos? 6) = 9 
Portanto, a equação pedida é 
r2 + 20º — 49º cos! O = 0, 


ou 


ou 
1º = 20º (2 cos? 0 — 1) = 2a? cos 20. 


(Lemniscata. Ver Problema 25, abaixo). 


20. Um segmento de comprimento igual a 2a tem seus extremos em duas 
retas perpendiculares fixas. 
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Determinar o lugar descrito pelo pé da normal ao segmento, tirada pela 
interseção das duas retas fixas (Fig. 91). 


SoLução. Tomemos uma das retas fixas para B 
eixo polar e situemos o pólo na interseção das duas 
retas dadas. Temos então 


OA = OP secô = AB cos (90º — 0) 


ou »P(r,8) 
r sec 6 = 2a cos (90º — 6) 
ou ainda 
To = 2asen6. 0 A X 
cos 8 Fig. 91 


Portanto, r = 2asenÔcos0 our =a sen20. (Rosácea de 4 jólhas). 
21. Discutir e representar gráficamente o lugar geométrico da equação 


r = 10 cos 0. 


SoLução. Como cos (— 0) = cos 0, o lugar é simétrico em relação ao eixo 


polar. 


8 pode receber um valor qualquer, mas r varia de O a + 10; portanto, a curva 
é fechada. 


Para determinar os pontos do gráfico, atribuífmos valores a O e determinamos 
os correspondentes de r. Sabemos, pelo Problema 4, que o lugar é uma circun- 
ferência de raio a = 5 e centro no eixo polar, (Fig. 92). 
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Fig. 92 Fig. 93 


22. Fazer a representação gráfica da equação 


2 


E 1 — cos60. 
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SoLução. Como cos (—0) = cos 6, a curva é simétrica em relação ao eixo polar. 


Para 0 = 0º, r é infinitamente grande; e para O = 180º r = 1. A curva é 
aberta. 


O lugar geométrico é uma parábola (Fig. 93). Veja-se o Problema 11, acima. 
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23. Representar graficamente a rosácea de três fólhas r = 10 sen 306. 


SoLUÇÃO. (Como O seno é positivo no 1.ºe 2.º quadrantes e negativo no 3.º 
e 4.º, esta curva será simétrica em relação à normal ao eixo polar tirada no pólo. 


r será nulo quando 3 6 tomar os valores 0º, 180º ou qualquer múltiplo de 
180º, isto é, para 0 = 0º, 60º, 1209, ... 


r assumirá seu maior valor absoluto quando tivermos 3 6 = 90º, 270º ou 


qualquer múltiplo fmpar de 90º, isto é, quando 6 = 30º, 90º, 150º, ... 
Veja-se a Fig. 94. 










































































0 0º | 30º | 60º | 90º | 120º | 150º | 180º | 210º | 240º | 270º | 300º | 330º 
r 0 10 0 — 10] O 10 0 —10, 0 10 0 — 10 
6" 45º 
Fig. 94 Fig. 95 


24. Representar graficamente a cardióide r = 5 (1 + cos 6). 


SOLUÇÃO. A curva é simétrica em relação ao eixo polar. 
Como cos 6 varia de 1 a — 1, r não pode ser negativo. 


O valor de r varia de 10 a 0, enquanto 0 varia de 0º a 180º. Veja-se a Fig. 95. 


| Ô 
é 
2 Discutir e representar graficamente a lemniscata 
7? = 9 cos 26. 
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SoLução. Se fizermos r igual a — r e O igual a — 0, a equação retoma a 
forma primitiva, pôsto que cos (— 20) = cos20 e (— 1)? = 1º. O lugar é, pois, 
simétrico em relação ao pólo e 
também em relação ao eixo polar. 


r admite seu maior valor 
absoluto para O = 0º, quando te- 
remos cos0º = 1 er=3. 


Para 45º < 0 < 135º e 225º< 
< 0 < 315º, r é imaginário. 





Para 0 = + 45º, temos Fiz. 96 
cos 20 = O; em  consegiiência, IB. 
r=0e as retas O = + 7/4 são tangentes à curva na origem (vide Fig. 96). 


20 cos 2 8. 


0 l 





r = +3cos 20. | 15º | 30º | 0,866 | +28 








30º | 60º 0,5 + 2,1 





qr 


45º | 90º 0 0 


26. Determinar o lugar geométrico dos pontos, cujos raios vetores sejam 
propórcionais aos respectivos ângulos vetoriais. 


SoLUÇÃO. A equação ér = a0. A curva é à Espiral de Arquimedes (Fig. 97). 


x/6 x/3 






e | Ce | e e | E ee 


x/2 | 























r | 0 | 0,524 1,0a 1,6a 3, la 
150º 120º 90º 60º 
Fig. 97 Fig. 98 


27. Consideremos um ponto qualquer P (r,0). Provar que, se girarmos o 
eixo polar de um ângulo a, de modo que, no novo eistema, as conrdenadas de 
P sejam (r',0”), existem as relações ” = re 68 = 0 — a. 
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SOLUÇÃO. As fórmulas de rotação em coordenadas polares são O = 6º +a 
er=r' (ver Fig. 98). 


28. Provar que, efetuando-se a rotação do eixo polar, de um ângulo de 90º, 
no sentido contrário ao dos ponteiros de um relógio, a equação da cardióide do 
Problema 24 se transforma em r = 5(1 — sen 6). 


SoLuçÃo. Façamos a substituição de 0 por 90º + 6”. 


Teremos então r' =5 [1 +cos(90º +60)]= 5(1 — sen 8º), uma vez que 
cos (90º + 0º) = — sen 6º. 


PROBLEMAS PROPOSTOS 


1. Utilizando papel de coordenadas polares, locar os seguintes pontos: 


(2, 30º), (— 3, 309), (5, 75º), (3, 210º), (2, 2/2), (— 2, 270º), (— 4, 300º), (— 3,— 
— 57/6), (4, 0º), (0, 30º), (0, 60º). 


2. Determinar, com êrro menor que um décimo, as distâncias compreen- 
didas pelos pares de pontos seguintes: 


(a) (5,45º) e (8,90º). Resp.: 5,7 
(b) (— 5, — 120º) e (4, 150º). Resp.: 6,4 
(c) (50, 30º) e (50, — 90º). Resp.: 86,6. 
(d) (3, 150º) e (— 2, 60º). Resp.: 3,6. 


3. Calcular a área de cada um dos triângulos, cujos vértices são os pares 
de pontos do Problema 2 e o pólo. 


Resp.: a. 14,14; b. 10; c. 1082,5; d. 3. 


4. Escrever a equação polar da reta que passa pelo ponto (4, 120º) e é per- 
pendicular a OX. 


Resp.: rcos0+2 = õO. 


5. Escrever a equação polar da reta que passa pelo ponto (3, — 30º) e é 
paralela a 0X. 


Resp.: 2rsen0+3 = 0. 


6. Escrever a equação polar da reta que pasea por (2, 120º) e pelo pólo. 


2x 
mi 


7. Determinar a equação polar da reta que passa por (4, 27/3) e é perpen- 
dicular ao segmento que liga a origem a êsse ponto. 


Resp.: 


Resp.: rcos (0 — 2x/3) = 4. 


128 GEOMETRIA ANALÍTICA 


8. Achar a equação polar da reta que passa pelo ponto (3, 0º) e forma um 
ângulo de 37/4 com a reta inicinl. Determinar r para O = — w/4e justificar a 
resposta. 


Resp. V2rcos(8 — 7/4) =.3. 


9. Achar a equação da reta que passa por (4, 20º) e forma um ângulo de 
140º com o eixo polar. 


Resp.: rcos (06 — 500) = 243. 


10. Determinar a equação polar da circunferência do centro no pólo e raio 
igual a 5. 


Resp.: r=5. 

1). Achar a equação da circunferência de centro em (4, 30º) e raio 5. 
Resp.: rº? — 8rcos(8 — 7/6) — 9 = 0. 

12. Achar a equação de cada uma das seguintes circunferências: 


(a) Centro em (3, 0º); passa no pólo. Resp.: r=6cos6. 

(b) Centro em (4,45º); passa no pólo. Resp.: r =8cos(ô — 45º) 
(c) Centro em (5,90º); passa no pólo. Resp.: 'r — 10sen0 = 0. 
(d) Passa no pólo, em (3, 90º)eem (4,0º). Resp: r=4cos0+3 sen 9: 


13. Achar a equação da circunferência de centro em (8, 120º), que passa 
por (4, 60º). 


Resp.: rº — 16r cos (0 — 120º) + 16 = 0. 


14. Por comparação com a equação do Problema Resolvido número 3, 
determinar o centro e o raio da circunferência 


rê — 4r cos (0-5) — 12 = 0. 
Resp.: (2, =); raio, 4. 


15. Dada circunferência 1? — 44/3r cos0 — 4r sen O + 15= 0, determinar 
as coordenadas do centro e o raio. 


Resp.: Centro, (a. =): raio, 1. 


16. Achar a equação da circunferência de centroem (8, 7/4), tangente ao 
eixo polar. 


Resp.: rº — 16rcos(0 — 7/4) + 32 = 0. 
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17. Determinar a equação da circunferência de centro em (4, 30º), tangente 
a 0X. 


Resp.: r? — 8r cos (8 — 7/6) + 12 = 0. 


18. Provar que a equação da circunferência que passa pelo pólo e pelos 
pontos (a, 0º) e (b, 90º) é: 


r = a cos0 + bsen 0. 


19. Determinar o centro eo raio da circunferência r = 5 cos0 — 5/ 3 sen 6. 
Resp.: (5, — 60º), 5. 


20. No Problema resolvido número 11 ficou provado que. 


aaa es 
"* 1 —ecos 0 
é a equação de uma cônica com foco no pólo e diretriz perpendicular ao eixo polar, 
situada a p unidades à esquerda do pólo. Se a diretriz estivesse situada a p uni- 
dades à direita do pólo, a equação seria 

ep. 
1 +e cos0 





fo = 


Provar que a equação polar da cônica com foco no pólo e diretriz paralela 
ao eixo polar, situada a p unidades dêle, é 


ep 
parda o 
l+esenô 


sendo o sinal positivo, quando a diretiiz se situa acima do eixo polar, e negativo, 
quando se situa abaixo. 


21. Determinar a natureza de cada uma das seguintes cônicas, que têm um 
dos focos no pólo. Calcular e e dizer a posição da diretriz em relação ao eixo 
polar, e bem como sua distância ao pólo. 


4 


(0) r=5230000 Resp.: Hipérbole, e = 3/2; uma diretriz per- 


pendicular ao eixo polar a 4/3 unid. 


do foco. 
(b) r= Ea Resp.: Parábola; e.= 1; diretriz perpendi- 
1 — cos 0 
cular ao eixo polar, 2 unid. à esquerda 
do foco. 
: : Ipse; no jretri lela ao 
O a Rg À Resp.: Elipse; e =; diretriz paralela a 


eixo polar, 6 unid. abaixo do pólo. 
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22. Identificar e esboçar o lugar geométrico de cada uma das cônicas: 


4 o 2 


(a) Pa coaO TS ss 080º O"=573:00 


23. Achar a equação polar de elipse 9x? + 16yº = 144, 
Resp.: r* (9 cos? 0 + 16 sen? 0) = 144. 
24. Passar para coordenadas polares: 27? —- 3y? —- z+y=0. 


cos 6 — sen 6 


Resp: 1 = 2 cos? 6 — 3 sen? O 


Problemas 25-30: passar para coordenadas polares as equações dadas. 


25. (xº + yº)? = 20?zy. Resp.: rº = a? sen 206. 
És GRE e ) e 

26. y PRERE Resp.: r =2asen O tg0. 

27. (7º + y')3 = 47%?. Resp.: rº = sen? 26. 

28. v-—-3y =0. Resp.: 0 = arctg 1/3 


29. try —-(r+ty)? =0. Resp.: r=+(1+tg0). 


30. (72 + y')3 = 1627ºyº (x? — y?)?. Resp.: r = + cossec 4 0. 


31. Passando para o sistema polar a equação cartesiana de uma reta, dada 
em função das coordenadas de dois pontos, provar que a equação da reta que 
passa por (r,0 1) e (ra,0 5) é: 


rr;sen (0 — 01) + ryra sen (0, — 02) + rar sen (8, — 0) = 0. 


52. Passar para coordenadas polares e simplificar, eliminando os radicais: 





= po 9 o -9 
» To o MMA dO VE aço) 


Porque estas equações são idênticas? 


Problemas 33-39: passar as equações dadas para coordenadas cartesianas. 


33. r=3cos6. Resp.: 2º +y — 37 = 0. 

34. r=1-—cos0. Resp.: (v +y+r)l=2"+y.. 
35. r=2cos6 +3sen 6. Resp: 2x +y' —-2x — 3y =0. 
5%. 0 = 45º. Resp.: 2x —-y=0. 


97. 


59. 


40. 


41. 


49. 


50. 
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3 
= ae 6 RR E se e 
"2243 senô PRaDE ga D E qn S RD RO 
sd) Resp: 22 + 9? = a are tg — | 
rº = 90820. Resp: (2º +)? =9(2º — y?. 


Determinar os pontos de interseção do par de curvas: 
r—-4(1+4cos0) =0, r(1l-cos0) =3. 


Resp.: (6, 60º), (2, 120º), (2, 240º), (6, 300º). 


Determinar os pontos de interseção das curvas: 
r=V2cos0, r=sen26. 


Resp.: (1, 45º), (0, 90º), (— 1, 135º). 


Determinar os pontos de interseção das curvas: 


1 
r=1+cos0, "=2(1- cos0) 





Resp.: (1 + ia + 45º), (1 — vz , = 135º). 


Determinar os pontos de interseção das curvas: 
r = V6cos0, r?= 9cos 26. 


Resp.: (132, ao ), (- 3/2 150), (- 3v2, 210), 


(2 va sãos | 


Discutir e representar gráficamente a curva r = 4sen 26. 


9 . 
4 — 5 cos 0 














Discutir e representar graficamente a curva r = 
Fazer um esbôço da curva r = 2 (1 + sen 0). 
Esboçar a curva 7º = 4sen 20. 

Traçar um esbôço da curva r = 1 +2sen6. 
Fazer um esbôço da espiral r0 = 4, 


Deduzir a equação polar da elipse, sendo o pólo o centro. 


Sugestão: Empregar a lei dos co-senos e considerar a soma dos raios vetôres 
Igual a 2a. 


Resp.: rº(1 —- e? cos!6) = b2, 
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51. Um segmento de 20 unidades mantém seus extremos apoisdos em duas 
perpendiculares fixas. Determinar e lugar geométrico dos pés perpendiculares 
baixadas do ponto de interseção das retas fixas ao segmento em suas diferentes 
posições. Tomar uma das retas fixas para eixo polar. 


Resp.: r = 10sen 206. 


52. Determinar o lugar geométrico ocupado pelo vértice de um triângulo, 
cuja base é uma reta fixa de comprimento igual a 2b, sendo o produto dos outros 
dois lados igual a b?. Tomar o eixo polar passando pela base do triângulo e o pólo 


como ponto médio da base. 
Resp.: r? = 2b? cos 2 0. Lemniscata. 


CarítTuULO 10 


TANGENTES E NORMAIS 


Tangentes e normais. Vamos primeiramente definir tan- 
gente a uma curva em um de seus pontos. Sejam P e Q dois pontos 
da curva, como se vê na figura 
99. 'Tracemos a secante PQ. y 
Suponhamos agora que o ponto 
Q se desloca sôbre a curva, apro- 
ximando-se de P. A secante PQ 
gira em tôrno do ponto P e, 
como Q tende e coincidir com P, 
a secante PQ tende para a posi- 
ção limite PT. A reta limite 
PT recebe a denominação de 
tangente à curva no ponto P. 


A normal PN à curva é a 
reta perpendicular à tangente no 
ponto de contato P. Fig. 99 





Para determinar a equação da tangente em um ponto Pi (x1,y1) 
de uma curva, cuja equação se conhece, deve-se preliminarmente 
determinar a declividade ou coeficiente angular. 


Exemplo. Determinar o coeficiente angular da tangente à cir- 
cunferência x? + y? = r? no ponto P,(z;, y) da curva. 


SoLução. Escolhamos um outro ponto Q (z;4+-h, yit-k). Tra- 
cemos a secante P;Q) (Fig. 100), cuja declividade é k/h. Quando a 
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secante gira em tôrno de P,, o ponto Q aproxima-se de P;; k e h tendem 
para zero. O limite da razão k/h, enquanto k e h tendem para zero, 
é o coeficiente angular m da tangente à curva no ponto P,. 


Como (x,y) e (x, + h, 
y1 + k) pertencem à circunfe- 
rência, suas coordenadas de- 
vem verificar a equação da 
circunferência. Substituindo, 





temos 
(1) v+yl=r? 
e 
(2) (xt A(ydHh)?= 1º 
Fig. 100 Ei 


cr +2hr+t+hk+yt+2Zkyn + k =p. 
Subtraindo (1) e (2), obtemos 
2hx, + hº + 2ky + k? = 0 


ou 
k (2u + k) = — h (2x, + h). 
k 2%1 + h sê 
Donde E Con O limite desta expressão, quando he k 
tendem para zero, é: — 2T1 ou m = — ZA 
2y1 y1 


Como a tangente passa por P: (%1, 41), sua equação é: 


T1 
ça — — — — X — O e 
v— uy F 


Eliminando o denominador, 


vy— gpé=— xr + 
ou 


srtHtyy=1r+yê=r?. 


À equação da normal é: 


SR 4 
y— un 2 (x — 21) 
ou 
Ly — yr =Ly— Ty = 0. 
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PROBLEMAS RESOLVIDOS 


1. Achar as equações da tangente e da normal à elipse 


9 
92 
+ E) = 1 no ponto P| (21, y). 


SoLução. Sejam (x +Hh, wy+k) 
as coordenadas do ponto Q (fig. 101) 
Substituindo na equação z e y pelas 
coordenadas de P; e Q), temos 





g?1 






(1) Eq = le Ro. 
é a 
o) soe put, par 


Desenvolvendo (2) e subtraindo (1) 
de (2), escrevemos 


2b? hz, + bh? + 20? key + ka? = 








Fig. 101 
Resolvendo, obtemos ã 
k c PQu+h) e lim nos ue lim 2br + bh bm, 
h a? (2yy + k)' h 20m +ak am 
Tendo em vista que y — y = m(x — x1) vem 
v—-n = — Eai (x — 21) 
yi a2y 1 


ou 
eyy — ay", = — blxg + bi z4. 


Como b? x? + a? 4? = a?b? podemos escrever 


b'r;z + a*yiy = a?b? 
ou 


Z1% 
dd + 


, 


que é a equação da tangente. 


O coeficiente angular da normal é 





ay : 
Biz, * SUA equação é: 


ayz — biry = (a* — b)ry. 


2. Achar as equações da tangente e da normal à parábola y* = 4az no pon 
to P, (xa, y1). 
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SoLução. Substituindo na equação dada as variáveis pelas coordenadas 
de Pi(z,y) e Q(x +, yn + k), temos (Fig. 102). 


vi = 4az, e (y + k)=4a (rh). 





Desenvolvendo e resolvendo em re- 
X*hyrk) lação a k/h, obtemos 


dm cm cem um cms e ao mm dE a o e lie e 
h 2u + k' h 
lim O = q SÉ 
2y1 + k vn 


A equação da tangente é então 


2a 
v-yu=—(z— 21) 
ya 


ou 
Fig. 102 yIy — ya = Zaz — Zaz:. 


Como y' = 4az;, esta equação pode ser escrita assim yiy = 2a (x + 71). 


O coeficiente angular da ncrmal é — a e sua equação é 


vi 2+ 2ay = xy + 2a. 


3. Determinar a equação da tangente à curva zy = a? no ponto P; (171,1) 
da curva. 


SoLução. Substituindo as Y 
variáveis pelas coordenadas dos Q(x.+h.v.ek) 
pontos P; (71, y1)€ Q (71 +Hh, yr +) T ! a 
e resolvendo em relação a k/h, te- 
mos (Fig. 103): 


| 
| 
k y + k : k B So B(x,y 
Re dO RS 
N 
O 


A. 
tz 


) 
X 
sig Et so 
z 


A equação da tangente é, em 


consequência, 
E PRE 1 pa 
v—un e) Fig. 103 
ou 
, 2y — Zn = — nz + mm 
ou ainda 


nz + cy = 22xy1 = 20º 
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Esta última pode ser assim escrita 4 (yjx + 21y) = a>. 


Donde a seguinte 


REGRA. Para escrever a equação da tangente no ponto de contato 
Pi (2x1, y1) do lugar geométrico de uma equação do segundo grau, deve-se subs- 
tituir x? por zz, y* por yy, xy por 3 (nz +21y), x por 3 (z+z1) e y por 
3 (y + y1). 


4. (SUBTANGENTE E SUBNORMAL). Sejam P;T e P,N, respectivamente, o com- 
primento da tangente e da normal à curva no ponto P; (Fig. 104). As projeções 
ST e SN são chamadas, respectivamente, de subtangente e subnormal no ponto P1. 


Se m fôr a declividade ou coe- 
ficiente angular da tangente em 





P, (x1,y1), teremos 


Pix) 





— a = comprimento da subtangente 


e yim = comprimento da subnormal. 


Isto se verifica porque 


Fig. 104 


DE oia as lindo ST =, 
m m 


y 
SN 
Anâlogamente, DE = — cotggp = — cotg (0 — 90º) = tg À = m, donde 
1 
SN = my. 


A subtangente e a subnormal são medidas em sentidos opostos; por isso seus 


ginais são contrários. 


Para deterininar os comprimentos da tangente e da normal, devemos aplicar 


o teorema do triângulo retângulo. 


5. Determinar as declividades da tangente e da normal à circunfêérencia 
Zº + y* = 5 no ponto (2, 1). 


SoLução. Consideremos a fórmula m = — pa Então, o coeficiente 


y1 


angular ou declividade da tangente é — + e o da normal é > 
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6. Determinar os coeficientes angulares da tangente e da normal à elipse 


E a dp 4/5 
9 + 16 *1 no ponto (2 E SR 





2 
SoLução. Empreguemos a fórmula m = — o do coeficiente an- 
1 
gular da tangente. Substituindo pelas coordenadas do ponto dado, obtemos 
16 x 2 8 V 5 
m=— TTTorHD0orÕõ=m—- ll. 
9 (4 5/3) 15 


345, 
8 





O coeficiente angular da normal é 


7. Provar que a declividade da tangente à curva 4x" + 4zy + y' — 9 = 0, 
em um ponto qualquer da curva é m = — 2. 


SoLução. Utilizemos os dois pontos 
Pilz,ym) e Q(m th, n+4k) 


e determinemos lim Rm 


Substituindo, vem 


DD 4(ath tinto) (n+th)—9 =0 
(2) 427 + 42 + yr” —|9 = 0. 


Desenvolvendo (1) e subtraindo (2) do desenvolvimento, temos 


tim * = —- Sutám O 


h 47, + 2y a 


Outro Método. A equação original pode ser escrita assim: (2x + y)? — 9=0. 
Fatorando, obtemos (2x + y+3) (2x+-y— 3) = 0, que corresponde a duas 
retas paralelas de coeficiente angular igual a — 2. 

8. Determinar a declividade da tangente à hipérbole 97º — 4º = 36 no 


ponto (3 248) 


SoLução. Sirvamo-nos dos pontos Pi(z, y) e Q(x +h, y + k) e deter- 





: ; k 
minemos lim E . 


Substituindo, obtemos 
(1) Im +Hh?—-s (mn +k) = 36 
(2) 97? — 4yj? = 36. 
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Desenvolvendo e resolvendo em relação a + obtemos 


4k 2x1 + h k 9x1 


on Dor É q e 














A declividade em (a VE) é ms 


270.945. 
2 5 


64 10 


9. Determinar os coeficientes angulares da tangente e da normal à curva 
y? = 273 no ponto (2, 4). 


SoLução. Consideremos os pontos da curva Pi(z1,y1) e Q (zi+h, n+tk). 


Substituindo, 
(1) (n +hk) = 2(x +h) 
ou 
vi? + 2ky + kº = 27,3 + 6x;2h + 6xh? + 2h3 
e 
(2) yo = 2043. 


Subtraindo (2) de (1), desenvolvida, resulta 
2kyi + kº = 6x1h + 6z,h? + 2h3. 


Então, 
k ss 6x? + 6x,h + 2h Sa k. Ee 6x? - 321? K 
h 2y1i + k h 201 y1 
a 12 Rá 1 
No ponto (2, 4), m = lim e 3. A declividade Ja normal é — 3 


10. Achar as equações da tangente e da normal à curva y* = 2z3no ponto 
(2, 4). 


SoLução. No problema (9), a declividade desta curva no ponto (2, 4) teve 
o valor 3 determinado. 


Portanto, a equação da tangente é y —-4=3(zx-2)ouy=3%-—2. 
A equação da normal é: 


v—4m — 7-2) ou x +3y = 14. 


11. Escrever as equações da tangente e da normal à curva zº* + 3xy — 
- 4 +2x—-y+1=0 no ponto (2, — 1). 


SoLução. Empregando a regra que acompanha o Problema 3, obtemos 
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rt (erfre) nine (==) o (Liu)+i-o 


Fazendo 7, =2 ey =-—-1, vem 3z+13y+7 =0, que é a equação da 
tangente de coeficiente angular — 3/13. 


A equação da normal é: 


y+l = = (8-2) ou l3z—-3y — 29 = 0. 


12. Achar as equações das retas de coefitiente angular m, tangentes à elipse 
(1) biz? + ay = a?b?, 


SOLUÇÃO. Às equações terão a forma (2) y = mz + k. A resolução simul- 
tânea de (1) e (2), fornece biz? + a? (mz + k)? = a?b?. 


Desenvolvendo e grupando convenientemente os têrmos, resulta 


(3) (b? + am?) x? + 2amkz + ak? — ab? = 0. 


Quando as retas são tangentes à curva, as raízes de (3) deverão ser iguais, 
isto é, o discriminante deve ser nulo. Portanto, 


4044 mk? — 4 (b? + aim?) (ak? — ab?) = 0 ou kº = aim? + b?, 


e 


| em 


k=+ Voam 4 b, 
As equações das retas de declividade m e tangentes à elipse são 
y=me+ vam + db 


13. Escrever as equações das tangentes à elipse 2º + 4yº = 100 e para- 
lelas à reta 3x + 8y = 7. 
SoLução. O coeficiente angular da reta dada é — 3/8. Por isso as equa- 


ções pedidas são da forma y = — + z + k, onde k deve ser determinado. 


Resolvendo simultâneamente esta equação e a da elipse, sob a condição das 
raízes serem iguais, poderemos determinar k. Assim, 


2 
as (-Sa+) — 100 = 0 ou 257º — 48kz + (64k? — 1600) = 0. 


Para raízes iguais, o discriminante deve ser igual a zero; logo, 
(— 48k)2 — 4X 25(64k? — 1600) = 0. 
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Resolvendo, vem 16kº = 625, k = + e. Portanto, as equações pedidas 


(Fig. 105) são: 


ou 32 +87 +50 =0. 





14. Determinar as equações das retas que passam pelo ponto (— 2, — 1) 
e são tangentes à elipse 57º + y' = 5. 


SoLução. Seja Pi;(z1,y1) um ponto de contato. A equação pedida é 
da forma 5x;x + yiy = 5, e o ponto (— 2, — 1) pertence à tangente (Fig. 106); 
por isso, temos — 107; — y = 5. O ponto (z;, 41) também pertence à elipse; 
daí, 524 + yi = 5. 


Resolvendo estas equações simultâneamente para determinar (x1, 41), temos 
; 2 5 2 15 
dois pontos de contato, (- E +) e (- au :). 


Substituindo êstes valores em 5z;z +yy = 5, obtemos 2x — y+3 =0 
e +3y+7=0. 


15. Calcular os comprimen- 
tos da subtangente, subnormal, 
tangente e normal para o ponto 
(— 1, 3) da elipse 97º + yº = 18. 


SoLução. Para a tangente, 
usemos a forma 


Ox,z + viy 18. 


Substituindo as variáveis pelas 
coordenadas do ponto, temos 
— 9x + 3y=18 ou 32— y+6 = 0. 


Logo, m = 3. 
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Vejamos a Fig. 107. 
Subtangente ST = —- yjm=—-3/3=—1. 
Subnormal SN =my =3X3 =9, 
Comprimento da tangente, PT = 32 +12 = 10. 
Comprimento da normal, PN = 492 +32 = 3/10. 


Derinição. Diâmetro de uma 
cônica é o lugar geométrico dos 
pontos médios de uma família de 
cordas paralelas (*). (Fig. 108). 


Se o coeficiente angular das 
cordas paralelas fôr m, a equação 
do suporte do diâmetro determi- 
nado pelos pontos médios dessas 
cordas será: 











Fig. 108 
. g? y b2z 
Para a elipse —y + -jy = 1, je 
9 Za 
Para a parábola y' = 4az, y ma ea 
: g? y? biz 
Para a hipérbole a -— 4 = J: y = aim . 


Para a hipérbole xy =a? y=—mgz. 


Para o caso geral da cônica az? +2hzy +by +2gx+H2Jjy+tc=0, a 
equação do suporte do diâmetro é da forma (az+hy-+9) + m (hz+t+by+?) = 0. 


2 2 
16. Achar a equação do suporte do diâmetro da elipse, o + — = 1 que 
divide ao meio tôdas as cordas de coeficiente angular Ea 


3 


b?z 


am 





SOLUÇÃO. y = — , temos para equação do suporte do diâmetro da 


cônica: 





ines “a ou 42 +3y =0. 


(*) A exemplo da circunferência, cada diâmetro poderia ser definido pelo segmento que á curva 
intercepta no lugar geométrico dos pontos médios de uma família de cordas paralelas. Cada fa- 
)mília fica definida pela inclinação (ou coeficiente angular) comum a todos os membros (N. do T. 
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17. Achar a equação do suporte do diâmetro da cônica 37º — xy — y* — 
— z-y= 5, que divide ao meio as cordas de coeficiente angular 4. 


SoLução. Utilizando (az t+Hhy+tg)+Imlhz+by+4))=0, onde a=3, 
1 1 


1 
po ss pes ge] = Bro, obtemos 


3%; — E — + (-5- -5) =0ou2z-—9% — 5 =0. 


18. Determinar a equação do suporte do diâmetro da parábola y” = 162, 
que divide ao meio as cordas paralelas à reta 2x — 3y = 5. 


SoLução. O coeficiente an- 
gular da reta 2x —3y — 5 = 0 é a. 
Para a parábola y* = 4az a 
equação do suporte do diâmetro 


é o o 


Donde, a equação pedida, 





8 
v= 28 ou y— 12 =0. 


Fig. 109 


Veja-se a Fig. 109. 

19. Determinar a equação do suporte do diâmetro da hipérbole zy = 16, 
que divide ao meio as cordas de coeficiente angular igual a 2. 

SOLUÇÃO. A equação do suporte de um diâmetro da hipérbole xy = a?, 
que divide ao meio as cordas de coeficiente angular igual a m, é y = — mz. 
Donde a equação pedida, y = — 2z. 


PROBLEMAS PROPOSTOS 


1. Escrever as equações da tangente e da normal a cada uma das seguintes 
circunferências nos pontos dados. 


(a) vº +y' = 25, (3, 4), 

Resp.: 3x + 4y = 25; 42 — 3y = 0. 
(b) 27º +2yº —- 37x +5y—2=0, (2,0). 

Resp: v+ty—-2=0,2—-y-—-2=0. 
(o) vw +y—-6x+4+8y-—-25=0, (—2,1) 

Resp.: x-y+3=0;z+ty+1=0. 
2. Achar as equações da tangente e da normal à elipse 27º + 3y* — 30 =0 


no ponto (— 3, 2). 
Resp: z-y+5=02z7r+y+1=0. 
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3. Achar as equações da tangente e da normal à elipse 37º + 4yº — 6x + 
+ 8y — 45 = 0 no ponto (— 3, — 2). 
Resp: 3x+ty+11=0; z-3y-3=0. 
4. Determinar as equações da tangente e da normal à parábola xº — 4y = 0 
no ponta (2, 1). 
Resp: z-y-1=0; z+ty-—-3=0. 
5. Achar as equações da tangente e da normal a cada uma das seguintes 
hipérboles nos pontos dados: 


(a) 6x2 —-9y" — 8x +3y+16=0(— 1,2). 
Resp.: 207 + 33y — 46 = 0; 33x — 20y + 73 = 0. 


(bd) 2 —-2xy—-y —-2x+4+4y4+4=0, (2, — 2). 
Resp.: 3x +2y—-2=0; 2x —-3y— 10=0. 


(o) xy — 4 =0, (2, 2). 
Resp: zx+y-—-4=0;7r-y=0. 
6. Determinar as equações das tangentes à hipérbole 5x? -- 4yº = 4 nos 
pontos em que ela é cortada pela reta 5x — 2y — 4 = 0. 
Resp.: 57x — 2y — 4 = 0. 
7. Achar as equações das tangentes à hipérbole x? — 4yº — 12 = 0, que 
passam pelo ponto (1,4). 
Resp: 2x-y+3=0; 19x + 1ly —- 63 =0. 


8. Determinar os pontos da hipérbole 7º? — 2)? — 8 = O em que as tan- 
gentes são perpendiculares à reta 4x + 5y — 2 = 0. 


(eum ava), (- donas sAçe 


Resp.: Ea 
E 7 


9. Determinar a declividade da curva yº = 73 + 2xº no ponto (x1, y1). 


37% + E] E 
2y1 


ok 
Resp.: lim ER 


10. Determinar as equações da tangente e da normal à curva do problema 
precedente no ponto (2, — 4). 
Resp.: 52x+2y-2=0;27x-—-5y— 24 =0. 
11. (a) Calcular os comprimentos da subtangente e subnormal no ponto 
(2, — 4) da curva yº = 23 + 27º. 
Resp.: — 8/5,.10. 
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(b) Calcular os comprimentos da tangente e da normal. 


Resp.: 





E se 2/29. 


12. Achar a equação das tangentes à hipérbole 27y + y' — 8 = 0, que 
apresentam declividade m = — 2/3. 


Resp.: 2x+3y -8=0;27x+3y+4+8=0. 
13. Achar as equações da tangente e da normal e os comprimentos da sub- 
tangente e subnormal à curva yº— 6y — 8x — 31 = 0 no ponto (— 3, — 1). 
Resp: x+y+4=0,7-y+2=0;-1,1. 
14. Calcular o coeficiente angular da tangente à curva 47º— 127y+9)* — 
— 2z:+3y-—6 = 0 em um ponto qualquer (z,, y1) da curva. 
Resp.: m = 2/3. Interpretar a resposta. 
15. Estabelecer as equações das tangentes à curva 47º — 2yº — 3xy + 
+ 2: — 3y — 10 = O que são paralelas à reta vz — y+5 =0. 
Resp.: vz—-y-—-1=0; 4lz-—-41y439=0. 


16. Achar as equações das tangentes à hipérbole xy = 2, perpendiculares 
à reta 7 — 2y = 7. 


Resp.: 2x+y-4=0,2z+7+4=0. 
17. Em que pontos da elipse 7º + zy + y' — 3 = O as tangentes são para- 
lelas ao eixo dos x? paralelas ao eixo dos y? 
Resp.: (1, RE 2), (— I, 2); (2, E 1) (— 2, 1). 
18. Em que pontos da curva 7º — 2zy + y + 1 = 0 as tangentes são pa- 
ralelas à reta 2x + y = 5? 
Resp.: (1, 2e (0, — 1). 


19. Achar as equações das retas que passam pelo ponto (5, 6) e são tan- 
gentes à parábola yº = 47. 


Resp: vx-y+1=07x-5y+25=0. 


20. Provar que as tangentes à parábola y” = 4az nos extremos do latus 
rectum são perpendiculares, isto é, provar que os coeficientes angulares são + 1. 


21. Achar as equações da tangente e da normal à parábola xº = 5y no 
ponto de abscissa igual a 3. 


Resp.: 62 — 5y — 9 = 0; 257 + 30y — 129 = 0. 


22. Provar que as equações das retas de coeficiente angular m, tangentes 
à parábola yº = faz, são 


a 
y= mz + EE (m 0). 
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23. Provar que as equações das retas de coeficiente angular m, tangentes 
à circunferência x? + y” = q?, são 
y=me+a Vm+l. 
24. Provar que as equações das retas de coeficiente angular m, tangentes 


à hipérbole b2x? — a?y? = a?b?, são y = mz + V am? — b?, e que as das tan- 
gentes biz? — ay? = — ab? são y = mr + Vbº — am?. 


25. Achar as equações das tangentes à elipse 5x? + 7y* = 35, pérpendi- 
culares à reta 37 + 4y — 12 = 0. 


Resp.: 3y = 47+ NV 157. 


26. Achar as equações das tangentes à hipérbole 167º — 9yº = 144, para- 
lelas à reta 47 — y — 14 = 0. 


Resp: y=42 +8V2. 
27. A parábola y” = 4az passa pelo ponto (— 8, 4). Achar a equação da 
tangente a essa parábola, paralela à reta 3x + 2y — 6 = 0 
Resp.: 9x + 6y = 2. 


28. Determinar a equação da tangente à curva xº + y' = 3azy no ponto 
Pi (xi, vi). 


Resp.: (yi — az) y + (2%) — ay) 2 = axyn. 


29. Calcular o valor de b, quando a reta y-= mz +b é tangente à pará- 
bola x? = 4ay. 


Resp.: b= — am. 


30. Empregando o resultado do Problema 29, estabelecer a equação da 
tangente à parábola 7º = — 2y, paralela à reta vz — 2y — 4 = 0. 


Resp.: 4x —-8y +1=0. 


31. Achar a equação do suporte do diâmetro da hipérbole 7º — 4yº = 9, 
que divide ao meio as cordas: 


(a) de declividade 4. Resp.: z—16y =0. 
(b) paralelas a 3x — 5y — 2 = 0. Resp.: 5x—12y=0. 
(c) paralelas à tangente em (5, 2) Resp.: 2x — 5y=0. 


(d) paralelas à assíntota de declividade positiva: Resp.: x —2y = 0. 


32. Estabelecer a equação do suporte do diâmetro conjugado com o que 
é definido pela reta z — 16y = O no Problema 31 (a). 


Resp.: 4x — y =0. 
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33. Instituir a equação do suporte do diâmetro da elipse 97º + 25yº = 225, 
que divide ao meio as cordas de coeficiente angular igual a 3. 
Resp.: 3x + 25y = 0. 
34. Achar a equação do suporte do diâmetro da parábola y* = 8r que di- 
vide ao meio as cordas de declividade igual a 2/3. 
Resp.: y = 6. 
35. Achar a equação do suporte do diâmetro da elipse x? + 4y? = 4, con- 
jugado com o definido por y = 3z. 
Resp.: z+ 12y=o0. 
36. Determinar a equação do suporte do diâmetro da cônica zy + 2yº — 


— 4: — 2y + 6 = 0, que divide ao meio as cordas de coeficiente angular igual 


a 2/3. 
Resp.: 2x + 1lly = 16. 
37. Determinar a secante da cônica 7? —3xy — 24º — x — 2y —1=0, que 
divide ao meio as cordas de coeficiente angular igual a 3. 
Resp.: iz+15y+7=0. 


38. Estabelecer a equação do suporte do diâmetro da elipse 47º +5y” = 20, 
o qual divide ao meio as cordas 


(a) de declividade — 2/3 Resp.: 6x — 5y = 0. 
(b) paralelas à reta 3z — 5y = 6. Resp.: 4x + 3y = 0. 


39. Instituir a equação da secante da hipérbole zy = 16, que divide ao 
meio as cordas paralelas à reta x + y = 1. 


Resp: ym= x. 


CaríTuULO 11 


CURVAS PLANAS DE GRAU SUPERIOR AO SEGUNDO E 
TRANSCENDENTES 


Curvas planas superiores. Curva algébrica é a que pode ser 
representada por um polinômio em x e y igual a zero. Às curvas 
cujas equações não podem ser assim representadas, por exemplo, 
y = senz, y=e, y = logz, recebem a denominação de curvas trans- 
cendentes. 


As curvas algébricas de grau superior ao segundo e as curvas 
transcendentes são chamadas curvas planas superiores. 


Consulte-se o Capítulo 2 para a discussão das coordenadas à 
origem, simetria e extensão de uma curva. 


PROBLEMAS RESOLVIDOS 


1. Representar graficamente a curva y = (r—- 1)(x—3)(x — 4). 


SOLUÇÃO. À curva é simétrica em relação ao eixo dos z, visto que a equação 
não se altera pela troca de y por — y. 


As abscissas à origem são 1, 3 e 4. Para x = 0, temos y? = — 12; portanto, a 
curva não corta o eixo dos y. 


Para x < 1, cada fator do segundo membro é negativo e y é imaginário. 


Para l sSz3º3,yéreal. Para3<zx<4,yº é negativo e, em conseqiên- 
cia, y é imaginário. 

Para x 2 4, yº é positivo; y é real e cresce indefinidamente em valor absoluto, 
enquanto x cresce indefinidamente. 

Organizemos um quadro de valores para determinar pontos da curva (Fig. 110). 


v=Ev(z—l)(x—3)(x— 4). 
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6 


+1,37] +141| +106 0 |0| +162| +283! +411! +5,48 





2. Representar gráficamente 
a curva zºy — 27º — 16y = 0. 


SoLuçÃão. Coordenadas à ori- 
gem. Para y =0,x=0; e para 
2=0, y=0. 


Simetria. A curva é simétri- 
ca em relação ao eixo dos y, por- 
que a equação não se altera pela 
substituição de x por — z; não é 
simétrica em relação ao eixo dos 
x nem à origem. 





Resolvendo a equação propos- Fig. 10 
ta em relação a y e à x, obtemos 








gd a D RO y 
(1) “O 216 (x — 4) (x + 4) E (2) east 


Tendo em vista (1), concluí- 
mos que y tende para infinito 
quando z tende para os valores 4 
e —4 por valores maiores e meno- 
res que êstes limites (*). Nenhum 
valor de x deve ser excluído. 


Tendo em vista (2), concluf- 
mos que os valores compreendidos 
no intervalo O < y < 2 devem ser 
excluídos. Enquanto y tende para 
2 por valores superiores, x tende 
para infinito. As retas z = + 4 





Fig. 111 ey = 2 são assíntotas. 
z 0 (+1 +2 +3 | +4 |+5 | +6 +7 | +8 | + o 
y O | -0,13 | —-0,67| -26| +» 5,61 36] 3,0 | 2,7 | 2 


























(*) Diz-se, neste caso, que a função representada pela curva é descontínua para z = +4' 
mas é contínua para todos os demais valores de x. A função é definida nos rintervalos abertos: 
-nLI<—-4,—-4CX:<X+H4 e +i<cr<+ O. (N. doT.). 
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3. Fazer um esbôço da cur- 
va q — gy +y = 0. 

SoLUÇÃO. Resolvendo em re- 
lação a y, vem 


23 
VS 2-1 


Para x = «+ 1,y se torna infi- 
nito; portanto, «z=le z=-—1 
são assíntotas verticais. 





O valor de y pode ser escrito, 


z 
portanto: y =x + 2-1 





Quando z cresce indefinida- 

o mente, y tende para o e a fra- 
“ 

2 E 

ão 

Fig. 112 “Ol 


X=-| 





tende para zero. 


Portanto, a curva aproxima-se da reta y =x, que é uma assíntota. Para 
x > 1 um dos ramos da curva se situa acima da reta y = x; para x < — 1, outro 
ramo se situa abaixo de y = 4. 


À curva passa pela origem e é simétrica em relação à origem (Fig. 112). Alguns 
valores de x e y figuram no quadro abaixo. 


+2 





+2,67 | +3,0 +3,4 +4,3 


Esta curva pode também ser traçada pelo método da adição de ordenadas. 


Para isso, tomemos y = 7 ey = Tracemos os gráficos dessas duas 


Doo . 
g2 — 1 
equações no mesmo sistema de eixos e somemos as ordenadas | € y2 correspon- 
dentes às mesmas abscissas. 


4. Construir o gráfico da elipse 27º + 2zy +yº — 1 = O pela adição de 
ordenadas. 


SOLUÇÃO. Resolvendo em relação a y, temos 


— Qg + V47º —87º + 4 
92 ” =s 


= —ztvl-gz. 
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Tracemos a reta y = — zea cir- 
cunferênciayy = + 1 —- 7? ou 
22 +-yo? = 1, 

À elipse resultante é simétrica em 
relação à origem. 


5. Função Trigonométrica. Repre- 
sentar graficamente. 


y =seng. 





SoLUÇÃO. Exprimiremos em radia- 
nos o ângulo x (x radianos = 180º). 


senz| O | +0,5 |+0,87| + 1 |+0,87| +0,5| O | F0,5 |F0,87| F 1 |F 0,87] T0,5 





Os valores de sen x se repetem; a função é periódica, sendo o período igual 
a 27 ; por isso, o gráfico de y = sen x reproduz-se exatamente a cada intervalo 
de 2x radianos. Como sen (— x) = — senz, há simetria da curva em relação 
à origem. Nenhum valor de x deve ser excluído, mas a curva se situa entre 
y=ley=-l. 





O gráfico de y = cos x pode ser obtido à semelhança de y = sen x, por mar- 
cação de pontos. (Observemos a linha interrompida da Fig. 114. 
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Como cos x = sen (x + 2 ), um ponto qualquer da co-senóide tem a mesma 


ordenada que o ponto da senóide situado 7/2 unidades à direita. Como cos (— 7) = 
= COS Z O gráfico é simétrico em relação ao eixo vertical. 


6. Representar graficamente Y 
a função y = sen 3z. | 


SoLução. (Como sen x assu- 
me todos os valores de seu do- 
mínio enquanto x varia de O a 27, 
a função sen nz assumirá todos 
os valores de seu domínio en- 
quanto nx variar de O a 27 ou en- 
quanto z variar de O A 27/n. 





No presente caso, n = 3; logo, 
o período de sen 3z é 27/3. 


Fig. 115 


A curva é simétrica em relação à origem (Fig. 115). 


O campo de variação de y é o intervalo fechado — 1 <y <1, e nenhum 
valor de x deverá ser excluído. 











2 [0 | TT | 7 | 7 | 27 | 57 | q 
6 3 2 3 6 
sen | O | 1 lol-cilolailo 
3r 
7. Traçar o gráfico de y = tg 7. 
SoLução. Como tg(—x) = — tgz, a curva é simétrica em relação à, 


origem. 


O período da função é 7. 


A função tem limite infinito quando x é múltiplo ímpar de 7/2 e a curva 
passa por todos os valores de y entre z = — 7/2 e x = 7/2 (Fig. 116) Nenhum 
valor de x ou de y deverá ser excluído. 


8 
| 
mIa 
| 
| 
| 
| 
o 
oa 
| 
cla 
Wa 























tgz | o |-1]-058] 0 | 058) 1 [173 | 0 
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8. Fazer o gráfico de y = sec z. 






q 





Fig. 116 


SoLução. (Como sec (— x) = sec z, a curva é simétrica em relação ao eixo 
dos y. O período da função é 27. 


Como sec x = 1/cosz, os valores de sec x podem ser fâcilmente encontrados 
numa tábua de co-senos. 


Como o campo de variação de cos z é o intervalo fechado [—1, +1], o campo 
de variação de sec x abrange todos os valores dos intervalos infinitos (— o, — 1] 
el+1, + o). Veja-se a Fig. 117. 





9. Traçar o gráfico de y = 
= senz + sen37.  Empregar o emana nao 
método da adição de ordenadas. 






cem e fia a mo inn 


SoLução. Ver os quadros po FU 


de valores seguintes e a Fig. 118. 


Fig. 118 
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Tr ” 2m 5T 


3 2 3 6 
0,87 1 0,87 0,5 


0 


77 
6 


sen x — 0,5 


sen 3x 





10. Função Exponencial. Representar graficamente a função y = az, onde 
a é uma constante qualquer positiva maior que a unidade. 


SoLução. Para estudarmos o campo de definição da função, a = 5. Então 
a equação se transforma em y = 57. 


Para x = 0, temosy = 5º = 1. Quando o valor de z cresce, o de y também 
cresce. Para os valores negativos e decrescentes de x, os de 5” são positivos, mas 
decrescentes. Portanto, a curva se situa inteiramente acima do eixo dos 2. 





Fig. 119 Fig. 120 


A curva não é simétrica em relação a qualquer dos eixos nem à origem (Fig. 
119). Para valorés negativos de x, quando z cresce em valor absoluto, a curva 
aproxima-se do semi-eixo dos x negativo sem o atingir. O eixo dos x é, pois, 
uma assíntota. 


—l 


(aa te 


0,2 


Se — 


—2 | —3 | —4 











0,04 | 0,008 : 0,0016 | 
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11. Representar graficamente y = c?. 


SoLUÇÃO. A quantidade e = 2,718 é a base dos logarítmos naturais ou 
neperianos. 


- 1 


0,368 


— 0,5 


0,606 


0 


l 


o 


0,050 | 0,135 


er 


na | O | 




















O gráfico de y = e 7, apresentado na Fig. 120, pode ser considerado como 
reflexão da curva y = e? no eixo dos y. 


12. Discutir a equação y = e*º e esboçar o gráfico correspondente (curva 
da probabilidade). 


SoLução. A ordenada à origem é a unidade. A curva não corta o eixo 
dos z*. 


À curva é simétrica em relação ao 
eixo dos y. 


O eixo dos z é uma assíntota; 
quando z> + o, y>0. 


A curva se situa inteiramente aci- 
ma do eixo dos x, pôsto que e? > 0 
para todos 9s valores de x. Veja-se a 
Fig. 121. 





———m | come | e | e 


0,11 


0,02 

















13. Função Logaritmica. 


O lugar geométrico da equação y = loga z, denominado curva logarítmica, 
difere do lugar de y = a? sômente em sua posição relativa aos eixos. Efetiva- 
mente, ambas as equações podem 
ser escritas sob a forma exponen- 
cial ou logarítmica. Fazer a = 10 
e traçar o gráfico de 


y = logyozx (ou x = 10%). 


SoLução. Como x não pode 
receber valores negativos, a curva 
ficará inteiramente à direita do 
Fig. 122 eixo dos y. Para valores positi- 





(*) Há duas abscissas à origem de limite infinito. A função é definida e contínua no in 
tervalo (— o,+- o). (N. do T.). 


156 GEOMETRIA ANALÍTICA 


vos de z menores que 1, y será negativo. Para 7 = 1, y =0. Quando z cres- 
ce y também cresce. Não existe simetria. A curva aproxima-se do semi-eixo. 
dos y negativo sem o atingir; o eixo dos y é, pois, assíntota. Veja-se a Fig. 122. 


0 | 0,30 | 0,48 | 0,60 | 0,70 





14. Discutir e representar graficamente a função y = logs (xº — 9). 


SoLução. Para y = 0, 
loge (x2— 9) = 0 ou 72*—-9=1, don- 
de z = + +10. A curva não cor- 
ta o eixo dos y. 






mio — qt RO <p 


Para |x |<3, y é imagi- 
nário. Para |z |> 410, y é 
positivo. Para3<|z|< 10, 
y é negativo. As retas 7 =+3 
são assíntotas. 


— | —— es memo 


A curva é simétrica em 
relação ao eixo dos y. Veja-se 
a Fig. 123. 


—— e | cam eo | E | CD | E E | CS O | E e e 


y | —0,49 0,22 1,18 1,95 2,77 3,29 


15. Equações Paramétricas. Algumas vêzes convém exprimir x e y em 
função de uma terceira variável. A terceira variável se chama parâmetro. As 
duas equações que exprimem x e y em função do parâmetro são denominadas 
equações paramétricas. 


Atribuindo-se sucessivos valores ao parâmetro, determinam-se pares suces- 
sivos de valores de z e y. No gráfico, os pontos P (x, y) são ligados por uma 
curva suave, que representa o lugar geométrico das equações paramétricas. 
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2 
Coastruir o gráfico da curva x = 2t, y = e 


“SOLUÇÃO. 





A curva é simétrica em rela- 
ção à origem. Os eixos dos x — e 
dos y — são assíntotas. Veja-se a 
Fig. 124: 


Se eliminarmos o parâmetro 
t, obteremos a equação cartesiana 
da curva: xy = 4. Esta é a equa- 
ção de uma hipérbole eguilátera ou 
retangular, cujas assíntotas são os 
eixos coordenados. 





Para eliminar o parâmetro t, Fig. 124 
; z 2 2 
substituamo-lo por t = a eme" Resulta 7 = =7 OU Ty = 4. 
: t? t3 
16. Traçar a curva, cujas equações paramétricas são 7 = —, y = 


2 A 


SOLUÇÃO. 





158 GEOMETRIA ANALÍTICA 


Eliminando t, obtemos a equação 
cartesiana da curva: 27º = 73. Trata-se 
de uma parábola semicúbica. O lugar é 
simétrico em relação ao eixo dos Z. 
Veja-se a Fig. 125. 


Para eliminar o parâmetro t: 


;2 
De = ou 27 = t?, obtemos 


(2x)8 m (1º)3. 


3 
De y = T ou 4y =t3, obtemos 


(4y)? = (132. 





Fig. 125 Então, (27)? = 18 =(4y)? ou 73 = 2y?. 


17. Traçar a curva de equações paramétricas sz =t+-1, ymti(t+4). 


SoLUÇÃO. 





Eliminando o parâmetro t, surge a equação cartesiana y = q? 4 2x — 3, ou 
seja, a de uma parábola. Veja-se a Fig. 126. 





Fig. 126 


18. Traçar a curva, cujas equações paramétricas são x = 2cos 6, 


y = 4 sen 6. 
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SOLUÇÃO. 


120º | 1506 | 180º | 210º | 240º | 2700 | 300» | 330» 360º 





2 2 
Se o parâmetro 6 fôr eliminado, teremos a equação cartesiana — + E =1, 


ou seja, a da elipse ilustrada na Fig. 127. 


Para eliminar o parâmetro 0: 


cos 0 = Le senQ mL. Segue-se cos? 0 + sen?0 = 1 = a dt, 
2 4 4 16 


19. Quando se lança um projetil com ângulo de projeção O e velocidade 
inicial Vo, sua posição num instante qualquer £ pode ser calculada pelas fórmulas 


z = Votcos0, y = Votsen 6 — Tue. 
Considera-se usualmente q 


igual a 32 pés/seg”; x e y são ex- 
pressos em pés; t, em segundos. 


Admitindo 6 = arc cos 3/5 e 
Vo = 120 pés/seg, traçar a trajetó- 
ria do projetil. 


SoLuçÃão. Pôsto que 


4 
sen 0 = = temos 





2 = 721, 
y = 96t — 1642. 





2 
Eliminando t obtemos y = &. Tr que corresponde a uma parábola 


com eixo vertical de simetria. A flecha mede 144 pés e o alcance é x = 432 pés. 
Veja-se a Fig. 128. 


160 GEOMETRIA ANALÍTICA 


20. Discutir e traçar a curva, cujas equações paramétricas são 


2 at? 


2 at 


e v=2+1' 


SoLução. Para t = 0, temos z=0e 
y = O. Para todos os valores de t, positivos ou 
negativos, x é positivo ou nulo; mas, y é positivo 
para t> 0 e negativo para t<0. A curva é 
simétrica em relação ao eixo dos x. Veja-se a 
Fig. 129. 


2at? 2a 
Eq a 
verificaremos que, quando o valor absoluto de t 
cresce indefinidamente, x tende para o valor 2a, 
mas o valor absoluto de y também cresce inde- 
finidamente. Por conseguinte, 7x = 2a é uma as- 
síntota vertical. 


Se escrevermos 7 m 





Fig. 129 





Eliminando t, surge a forma cartesiana y* (2a —x) =z3 da Cissóide de Diocles. 


21. Discutir e traçar o gráfico da 
curva 7 = a cos! 0, y = a sen? 6. 


SoLução. Como cos(—8) = cosô, 
ao passo que sen(—0) = — senÔ, a 
curva é simétrica em relação ao eixo dos 
z. Como sen (180º — 0) = sen Ô, mas 
cos (180º — 0) = — cos 6, a curva é simé- 
trica em relação ao eixo dos y. (Como 
os valores absolutos de seno e co-seno 
nunca são muiores que a unidade, 


—-aS£rz<£a e —asys<a. 
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0,134 | 0,65 





Quando se elimina 9, obtém-se a equação cartesiana da curva 72/83 + y2/3 = 
= q2/3, ou seja, à hipociclóide de quatro cúspides. Veja-se Fig. 130. 


Para eliminar o parâmetro 6: 
(v/a)213 + (yla)2!3 = (cos? 0)23 + (sen? 0) 2/3 = cos? 0 + sen? Qml, 


ou 
x2/3 + y23 = q2/3, 


22. Discutir e traçar o gráfico da curva 


g = a(0 — sen 0), 


y = a (1-— cos 60). 





SOLUÇÃO. 
Fig. 131 
Para 0 = 0, temos z=0€ey=0. 


Para O = 180º, temos 7x = xa e y = 2a. 


Para 0 = 360º, temos x = 274 e y = 0. 


240º | 270º | 300º | 330º | 360º 


O |0,13a | 0,54 








Quando se elimina 0, obtém-se a equação da curva x = a arc ccgs - E É. 


— V 2ay — yº, que é uma ciclóide. Veja-se a Fig. 131. 


Para eliminar o parâmetro 6: 


- Donde 6 = arc cos 








De y = a(1i — cos 0) tiramos cos 0 = — Sand 


V2ay — y?. 


e sen 0 = a 
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Substituindo em z=a0—-asenô, resulta: 





a — [— eee 
T =asrecos — 9 —- V2ay — q. 


23. Transformar a equação dada em equações paramétricas: 
sv + 3xy + 3yº — az = 0. 


SoLução. Façamos y = tz. Então, temos zº + 374 + 37º? — ax = 0. 
Dividindo por 7, vem z+3xt + 3ut? — a = 0. 


Resolvendo em relação a x, obtemos 


at 


“º apar 


q 
TE gerar! 4T 


PROBLEMAS PROPOSTOS 


Em cada um dos Problemas 1 — 14, discutir a equação proposta e traçar 
a curva. 


q —-4 


2 — — = =—"—————— o 
1. (yº—-4)z— 9) =0. d VD 4 


2. y=(2+1)(v+2)(s — 2). 


de imo E 2 = poa RT 4 e 
3. y (z+D(z+2)(z — 2). 10. y Er 8 
4. y(4-—- 7) = 273. Cissóide. 1. 47º — 12x — 47y+y + 6u — 
— 7 =0. 
5. 23 — 2ºy + 4y = 0. 12. 23 447º 4 2yº — 4yº = 0. 
Estrofóide. 

6. zvy — 37º — 9y = 0. 13. zy" — xy — 2x — 4 =0. 

7. 2y+4y— 8 =0. Cúbica de 14. 1284328 =928, Hipociclóide de 
Ágnesi. quatro cúspides. 


8. 2 +2%y—- 4497 =0. 


Em cada um dos Problemas 15-22, traçar o gráfico da equação proposta 


15. y=2sen3z. 18. y=cos(x — 7/4) 
16. y = 2sen 7/3. 19. y = 2 sec z/2 
17. y=tg2z 20. y = cotg(z + 7/3) 
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1 
21. y =3 cos — (x — 1) 2. y = cosec3r. 


Em cada um dos Problemas 23-28, traçar o gráfico da equação dada. 


23. y = arcseng 26. y = arcsecg 
24. y=2arctg 22. 27. y = arc cosec 2x 
25. y = 3arc cos z/3 28. y = arc cotg 1/2. 


Em cada um dos Problemas 29-35, traçar o gráfico da equação proposta. 


29. y=2e 7/2 33. y =logy V 2º — 16 
30. y=4"T 34. y=loge NV 27 — 23 
x = 
31. y = 10758 Sd. y= der. Catenária. 


d2. y = loge(3 + 2) 


Em cada um dos Problemas 36-49, traçar o gráfico da equação proposta pelo 
método das ordenadas compostas. Nos Problemas 46, 47 e 48 apresentar as 
curvas limites. 


3%. 427º —47xy + yº — 7 =0. 43. y = 3/2 4 cos2gs. 
37. 2-2 +y +r-1l=0. 44. y=e7+4 28? 
38. 37º-27y+yº—-52+4943=0. 45. y=sen2r+42cosz. 


39. vº+2zy+y'—-472—2y = 0. 46. y=zsengz. 


40. 27! +yº? — 21y — 4=0, 47. y = 2 cos e 
41. y=2cosz + sen2z. 48. y = ge, 
42. y= er 4 q”. 49. y=z— sen ER 


Em cada um dos Problemas 50-55, determinar as equações paramétricas. 
Empregar o valor dado para x ou y. 


50. v—-xwy=2,y=1—t. Resp.: = y=1-1 
51. x? — 4yº = Kº, x = K sec 0. Resp.: x =kKsec0,y= Fte é 
52. vº)+y'=6ry, y = tz. Resp.: 1 = a ou 





aro “sa. 
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53. q?-2ry+2yº=20º,2=2a cost. Resp.: x =2acost,y=a (cos t+sen t). 


2 
54. 2y+bty-atr=0,2=bootg Resp.: x =bcotg — y = 3 sen t. 


55. qu 4 y2il3 = 023, y = asen30. Resp.: z=acost0,y = a sen?b. 


Em cada um dos Problemas 56-59, eliminar o parâmetro e deduzir a equação 
cartesiana. 


a y? 
56. zx=masecô, y=btgô. Resp.: qo El 
57. v=2cos0 —l, y=3sen6 — 2. Resp.: + fra - 1, 
58. 1 = 5008 t, y = cos2t. Resp.: y = 873 -—1. 
59. 2 am am Resp.: 123 +y' = 3azy. 


"pm Vo Tm 


60. Um projetil é atirado de um ponto 4 com velocidade inicial de 900 m/s, 
e ângulo de projeção de 35º, sôbre terreno horizontal. Calcular, com três alga- 
rismos significativos, o alcance e a duração de trajeto, admitindo g = 9,8 m/s2. 


Resp.: 77,7 km; 105 segundos. 


61. Que inclinação deve ser dada ao tubo de um canhão para atingir um 
alvo sôbre o solo à distância de 7500 3 jardas, se a velocidade na bôca-da 
arma é de 1 200 pés/seg? Qual a duração de trajeto? (Notas: 1 jarda = 3 pés; 
g = 32 pés/seg”). 

Resp.: 30º; 37,5 seg. 


62. Um projetil é atirado com ângulo de projeção de 60º e velocidade inicial, 
de 760 m/s. Calcular o alcance e à altura máxima atingida pelo projetil (flecha) 
supondo g = 9,8 m/s. 

Resp.:. 51,0 km; 22 100 m. 


Traçar a curva de cada uma das equações paramétricas dos Problemas 63-70. 


63. x = 4cost, y =4sent. 65. c=2+2ymt-— 1. 


1 
64 seit umt— 66. z=4tg0,y = 4senó. 


67. 


71. 


72. 


75. 


74. 
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1 1 
z= rt y = 1rÉ 69. x =sent+cost, y = cos2t. 
gm=1+2,y=4—13. 70. z=0—sen6.y=1—cos0 


Construir a curva, cujas equações paramétricas são 
z = 8cost0, y = 8sen6. 
6t 6t? 


Traçar a curva de equações paramétricas 7 = I+5" y= Tre 


Representar graficamente a curva, cujas equações paramétricas são 
Z=4tg0,y = 4 cos 6. 


Construir a curva, cujas equações paramétricas são 
z = 4senô, y=4tg0(1 + send). 


CaríruLo XII 


INTRODUÇÃO À GEOMETRIA ANALÍTICA NO ESPAÇO 


Coordenadas cartesianas. Em geometria analítica plana a 
posição de um ponto qualquer fica determinada quando se conhecem 
suas distâncias a duas retas concorrentes, em geral perpendiculares 
entre si. Em geometria analítica no espaço, um dos métodos de 
fixar um ponto consiste em dar suas distâncias a três planos mútua- 
mente perpendiculares. Tais planos denominam-se planos coorde- 
nados e as três distâncias perpendiculares chamam-se coordenadas 
do ponto. 


As interseções entre os planos coordenados, dois a dois, são as 
retas OX, OY e OZ (Fig. 132), que recebem a designação de eixos 
coordenados, com seus sentidos 
positivos assinalados por setas. 
Os planos coordenados dividem 
todo o espaço em oito regiões 
denominadas octantes, assim de- 
signadas: número I, para o 
octante cujas arestas são os três 
semi-eixos positivos; o II, o III 
eo IV se encontram acima do 
plano XY, em ordem contrária 
à dos ponteiros de um relógio, 

Fig. 132 em tôrno de OZ. Os de nú- 
meros V, VI, VII e VIII si- 
tuam-se abaixo do plano XY, ficando o V em baixo de 1. 





Na figura 132, as distâncias SP, QP e NP são, respectivamente, 
as coordenadas x, y e.z do ponto P, cuja designação se faz por 
(7, y, 2) ou P(x, y, 2). 
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A distância OP da origem O ao ponto P é calculada por 

OP = VON + NP' = YOM + MN + NP = (oyyra 
Para OP = p, temos p= vº+4+y'+4 2. 
Ângulos diretores e co-senos diretores. 


Sejam «, 8 e y os ângulos que OP forma com 0X, OY e OZ, 
respectivamente. Temos imediatamente: 


v=pcosa, y=pcosp, 2 = pcosY. 
Elevando ao quadrado estas relações e somando-as, vem 


xz? + y* + 2? = p? = pº cos? a + p? cos? B + p* cos? y, 
ou 
1 = costa + cos? B + cos? q. 


Temos ainda as relações 


x Yy z 
cosa = — cos = — cos ey 
EE, B dade 
ou 
l y 
COSQA = —=L II]. Cos —. | (mae 
vVety+ro muro! 
cosYy = io ad, 
Vrtysra 


Os ângulos a, 8 e y da reta OP recebem a denominação de án- 
gulos diretores de OP; os co-senos dêsses ângulos chama-se co-senos 
diretores de OP. 


Quando uma reta não passa pela origem O, os ângulos diretores 
a, 8 e Y são os formados pelos eixos com a paralela à reta conside- 
rada, tirada por O e de mesmo sentido. 


Parâmetros diretores. Três números quaisquer a, b e c, 
proporcionais aos co-senos diretores de uma reta, recebem a deno- 
minação de parâmetros diretores dessa reta. Para determinar os 
co-senos diretores de uma reta cujos parâmetros diretores a, b e c 
sejam conhecidos, dividimos êsses parâmetros por + Va? + b? + c?. 
Adota-se diante do radical o sinal que convém ao co-seno diretor. 
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Distância entre dois pontos. A distância entre dois pontos 
quaisquer P; (71, Yy1, 21) e Pa (x.,y2, 22) é dada pela fórmula: 


d="22— 2) + (yo —y)? + (22 — 29)? 





Fig. 133 


Direção de uma reta. Os co-senos diretores de P,P, são 
(Fig. 133): 


to— Ti 
COS Q=."=TZTTT EE * 
No — t)2 + (ya — yi)? + (22 — 21)? 
cos B = pi a DA 
Vas — 2)? + (ya — ya)? + (22 — 29)? 
&— a 
cosY = 


Divisão de um segmento numa razão dada. Ponto de 
divisão. Quando o ponto P (x, y, 2) divide o segmento P (x4, Y1, 21), 


P,P r 
P.(xo, y2, 22) na razão PP, 1 temos 





T+ rt = Ut ry = atra, 


Cerro of qãrr* “Tas 


Ângulos de duas retas. O ângulo formado por duas retas 
quaisquer do espaço se define pelo ângulo de duas retas concorrentes, 
paralelas, respectivamente, às duas primeiras. 
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Sejam OP, e OP, duas paralelas às retas dadas tiradas pela 
origem (Fig. 134); seja O o ângulo formado pelas duas retas. De 





Ora, 


pr=2,+y + 2, p'a = 22 + ya + 2 
dº = (73— x)? + (ya — yu)? + (23 — 29)? 
Substituindo e simplificando, vem 


ZiX2 + Yiy2 + 2122 
Pi P2 


cos 0 = 


Í1 Ta 
Mas, — = cosa), — = cosa,, etc. 
Pi Pa 


Portanto, 
cos 0 = cosa, cos as + cos 8: cos 83 + cos Y: cos Ya. 
Se as duas retas forem paralelas, cos0 = 1; logo, 
q=0, Bri=B, W=97»> 


Se as duas retas forem perpendiculares, cos0 = 0, por conse- 
guinte, 


cos «1 cos as + cos 8: cos 83 + cos Y) cos Ys = 0. 
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PROBLEMAS RESOLVIDOS 


1. Marcar em um gráfico os pontos 4 (6, 2,3) e B(8, — 2, 4); calcular as 
distâncias de cada um dêles à origem e aos eixos. 


SOLUÇÃO. 





Fig. 135 


Fig. 136 


De acôrdo com a Fig. 135: De acôrdo cóm a Fig. 136: 


04 =V6+24+3=7 
Aa =V32+2= 13 
Ab=V624+32=3V5 
Ac = 62 +2º = 210 


OB =V8+(-224+4=2V21 
Ba = VE (DÊ = 2/5 

Bb= 844º =4V5 
Be=v8+(-2)2 =2V17. 

2. Calcular a distância entre os pontos P,(5, —2,3) e Po(—4,3, 7). 
SOLUÇÃO: 


d = Vrum) tw +Hea-an)= nv (-4-5P +43) = 122. 


3d. Determinar os co-senos diretores e os ângulos diretores da reta defi- 
nida pela origem e pelo ponto (—6, 2, 3). 


Z 


629 





Fig. 137 
SOLUÇÃO. (V. Fig. 137). 


ty— 7 
cosa — a SS 
Vxa — 21)? + (ya — yr)? + (22 — 29) 
-— 6 


=8:=0 
v(-6-0)+e-0)+g-0) 7 
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donde q = 149º. 


cos B a 2.º = õ donde 8 = 73º 24”. 


&29— 2 3—0 3 aê o 27! 
a : 7 donde y = 64037”. 





cos y = 


4. Demonstrar que o centro geométrico, centro de gravidade ou centro de 
área, situado na interseção das medianas de um triângulo qualquer 4 (71, y1, 21), 
B (x9,9y2,29), C(Z3, ya, 23), é O ponto de coordenadas. 


(rato y. + y2 + y3 atata). 
ô : 3 , 3 


SoLuçÃo. As medianas do triângulo ABC (Fig. 138) concorrem em um ponto 


P(x,y,2z) tal que 





Fig. 138 


As coordenadas do ponto D são 


2 E 2 , 2 


Então, as coordenadas do ponto P, que divide 4D na razão r = es = + : 


zo = 


(=25=) 
é a Lote + 
3 


1 Fr - E, anâlogamente, 


y. + ya + y3 .ntoa+a 
a suba Ui Sc Sé 


5. Determinar os co-senos diretores e os ângulos diretores de uma reta ori- 
entada para cima, sabendo que seus parâmetros diretores são 2, — 3, 6. 
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SOLUÇÃO. 
2 


mas T a m= 73º 24". cos 8 = >, 6 = 115º 23". 


Cos Yy = a Y = 31º. 


6. Dados os pontos 4(5,2, —3), B(6,1,4), C(-3,-2,-1) e 
D(— 1, — 4, 13) provar que 4B e CD são paralelas. 


SoLução. Os parâmetros diretores de AB são 6-5, 1-2, 4+4+3 ou 
1, — 1,7. 

Os parâmetros diretores de CD são —- 1 +3, —-412,134+1 0u2, —2, 14. 

Para que duas retas de parâmetros diretores a, db, ce a',b', c' sejam para- 


a b c 
lelas, devemos ter e É 


Como : = + = e , concluímos que duas retas são paralelas. 
7. Provar que as retas AB e BC são perpendiculares entre si. 
A(—-11,8,4 B(-1,—-7,-1), C(9, —- 2,4). 

SoLução. Os parâmetros diretores de AB são -1 +11, —7—-8, 1 —4 
ou 10, — 15, —-5 0u2, —-3, — 1. 

Os parâmetros diretores de BC são 9+1, —-2+7,4+10u10,5,5 ou 
2, 1, 1. 

Para que duas retas de parâmetros diretores a, db, c e a”, b”, c' sejam perpen- 
diculares devemos ter aa” + bb' + cc' = O. Substituindo, obtemos 2X2+ 
+(-3)X1+(—1)X 1 = 0. Logo as retas AB e BC são perpendiculares. 

8. Determinar o ângulo 6 formado pelas retas 4 (— 3, 2, 4), B(2, 5, — 2) 
eC(1,-2,2), D(4,2,3). 

SoLução. Os parâmetros diretores de 4B são 2+3, 5-2, —-2 —4 
ou 5,3, — 6. 

Os parâmetros diretores de CD são 4 - 1,24+2,3-20u3,4,1. 

Os co-senos diretores de AB são 


j Eos Da Se en 


COSG| = ——————————. & eds , = 
V25 +9+36 70 70 70 


Os co-senos diretores de CD são 


3 4 1 
cos B| =——=, CY =——* 


3 
V9+16+1 26. 26 


Cos 1 = 


Temos, pois, 


cos À = cos a cos a + cos 8 cos 81 + cos Y cos Y1 
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Do pd o 8 rd ed o fra gõos E dude 


70 VE 70 VE 70 26 
0 = 6Cº30, 7”. 


9. Determinar os ângulos internos do triângulo, cujos vértices são 


A(3,-1,4, B(1,2-4) e C(-3,2, 1). 





Fig. 139 


SoLução. Co-senos diretores de 


AB = (=. ES =). 
VT VT vm 


Co-senos diretores de BC = (=: , 0, +) 
41 41 


— — 1 
Co-senos diretores de AC = (=. = : a) 
6 v6 v6 


Nota. Os co-senos diretores de uma reta AB são os de BA com os sinais 
contrários. 





= aag 1 A = 
cos4=——" Ec E ss EE Da A = 45447". 
VT 6 77 6 v7T7º 6 462 
2 -4 ,=38 8 
cosB = —— ns pai a je » B=655º16,9'. 
V77 “Va 77 77 41 3157 
2 Sb 1 
+0+t—— .— = De C = 78º58,4". 





cos O m E = — = — 
v41 6 va 6 246 
A+B+4C = 180º. 
10. Calcular a área do triângulo do Problema 9. 
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SoLução. Segundo a trigonometria, dados dois lados de um triângulo e o 
ângulo por êles compreendido, digamos, os lados b, c e o ângulo 4, calcula-se a 


área pela fórmula S = = sen À. 
O comprimento do lado AB é c= 77,0 de AC é b = 3/6. Portanto, 


346 77 


2 


sen 45º44,7' = 23,1 unid. de área. 


11. Achar a equação do lugar geométrico dos pontos que distam r unidades 
do ponto (zo, yo; Z0). 


SOLUÇÃO. 


vV(z-—-z)+(y—-y+(2—2z)2 =r 
ou 
(x — xo)? + (y — vo)? + (2 — 209)? = 72. 


Trata-se de uma esfera de centro (zo, yo, 20) € raio r. 
A forma geral da equação de uma esfera é 


try tr+2tdatey+t+jz+tg=o. 


12. Determinar a equação da esfera de centro em (2, — 2, 3), tangente ao 
plano XY. 


Como a esfera é tangente ao plano XY, o raio mede 3. Portanto, 
Vea-P+Wy+7+re-p=s. 
Elevando ao quadrado e simplificando, resulta 
ty +22 —-444-4y—-62+8=0. 
13. Determinar as coordenadas do centro e o raio da esfera 
gv +y +22 -— 6 +4y-—B =7. 
SoLução. (Completando o quadrado, temos 
2 —-Gr +9+y+4y+4+2º —- 82 + 16 =36 
(1-3: +(y+29+(2— 4) = 36. 


ou 


Comparando com 
(x — zo? + (y — yo)? 4 (2 — 20)? = rº. 


verificamos que o centro é o ponto (3, — 2, 4) e o raio é 6. 
l4. Determinar a equação do lugar geométrico dos pontos, cujas distâr- 
cias a (2, — 3, 4) são duas vêzes maiores que as distâncias a (— 1, 2, — 2). 


SoLução. Seja P (x, y, 2) um ponto qualquer do lugar. 
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Temos então, 


Via-D+(y+3i+He 4 =2vM + Ay A (+) 
Elevando ao quadrado e simplificando, vem: 


32” + 3yº + 32º + 127 — 22y + 242 + 7 = 0, equação de uma esfera de centro em 


1 2/70 


(— 2, 3: — 4) eraio r=—>— 


3 


15. Achar a equação da mediatriz do segmento que une og pontos 
(2, eo I, 3) e (= 4, 2, 2). 


SoLução. Seja P(x,y,2) um ponto qualquer do lugar. 


Temos então, 
Ve + ty-D+H(A-D=V2-2+W+HIPAHE—I 


Elevando ao quadrado e simplificando, vem 6x — 3y + 2 +45 = 0. Esta 
é a equação de um plano, cujos pontos são eqiidistantes dos pontos dados. O 
plano corta os eixos nos pontos (— 5/6, 0, 0), (0, 5/3, 0) e (0,0, — 5) e corta a reta 
em (— 1, 1/2, 5/2), como ilustra a Fig. 140. 





16. Achar a equação de um lugar geométrico, sabendo-se que as somas 
das distâncias de seus pontos a (0, 3, 0) e (0, — 3, 0) são iguais a 10. 


SoLução. Seja um ponto qualquer do lugar P(z,y,2). Temos 
FP + PF' = 10 ou 


Ve-W+y-3+He-O LV +HY+HIAE—O = 10. 
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Façamos a transposição de um dos radicais, elevemos ao quadrado ambos 
os membros e grupemos convenientemente os têrmos resultantes; encontraremos 


+25 =5Vz7?+y +6y +94 2. 
Elevando agora ao quadrado e simplificando, obteremos 
257? + 16yº + 252º = 400, equação de um elipsóide com centro na origem. 
17. Determinar a equação do lugar geométrico descrito por um ponto, sa- 
bendo-se que a soma de suas distâncias a (4, 0, 0) e (— 4, 0, 0) é 6. 


SoLução. Seja (x, y, 2) um ponto qualquer do lugar. Temos 


Very + - va +4P+(y-03+(e Om 6, 
ou 


(1? Br +16++2=6+ Vi + +I6+Hy 4a 


Elevando ao quadrado e simplificando, vem 


42 +9= —-3Vz2 +82. +16+9y+4 2. 


Elevando novamente ao quadrado e simplificando, obtemos 77º — 9y? — 
— 92º = 63, equação de um hiperbolóide de revolução em tôrno do eixo dos z. 


18. Achar a equação do lugar geométrico de um ponto móvel, sabendo que 

sua distância ao eixo dos z é igual a três vêzes sua distância ao ponto (— 1,2, —3). 
SoLução. Distância ao eixo dos z = distância ao ponto (— 1, 2, — 3). 
Portanto, 


vVety=3V(0+1)+(y-2+ (243). 
Elevando ao quadrado e simplificando, obtemos 8x? + 8y? + 92º 4 18x — 
— 36y + 542 + 126 = 0, que é a equação de um elipsóide. 
19. Provar que os pontos 4 (— 2,0,3), B(3,10, — 7), C(1, 6, — 3) per- 
tencem a uma linha reta. 
DESENVOLVIMENTO. Os parâmetros diretores de AB são 5, 10, — 10 ou 
1,2, —-2;0s de BC são —2, —-4,4ou — 1, — 2,2. 


Como os parâmetros diretores são proporcionais, as retas são paralelas ou 
coincidentes. Mas, B é comum a ambas. Logo, AB e BC são coincidentes e 
os três pontos estão em linha reta. 


20. Achar a equação do lugar geométrico dos pontos equidistantes de 
a, 3, 8), (= 6, E 4, 2), (3, 2, 1). 


DESENVOLVIMENTO. Seja (7, y, 2) um ponto qualquer que satisfaça às con- 
dições do problema. 


Temos então 
OD) (2-1)+(y-3B+HE—-BP = (+++ + (o — 2)! 


2 G-1P+Hy-3B)+(a—-8P=(n-3)+(y—-2+(2— 1)? 
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Desenvolvendo e simplificando, obtemos 
(1) ix+Ty+46—-9=0 
(2) 2r — y— 72430 =0. 
Resp.: T2+Tyv+6-9=0 e 21x-y-7%7+30=0. 


21. Provar que o triângulo 4 (3,5, —4), B(-—1,1,2), C(—5, —5, —2) 
é isósceles. 


DESENVOLVIMENTO. 
Comprimento de AB = VG+D +6-Ii+(-4 — 9 = 9217. 
Comprimento de BC = V(-5+I2+(-5- 12 +(-2-2) = 2V17. 
Comprimento de 40 = (-5-32+(-5 52 +(-244) = 2442. 


Como AB = BC = 2/17, o triângulo é isósceles. 


22. Provar, por dois métodos distintos, que os pontos 4 (5, 1, 5), 
B(4,3,2) e C(—-3, —2, 1) são vértices de um triângulo retângulo. 
1. Empregar o teorema de Pitágoras. 


AB=V6-4L+A-3SL+H5—-B= Is. 
BC=V4FILFBHM ABI = 75. 

= v(-3-53+(-2-12 +01 5! = 89. 
Ba DO - CA” ou 14 +75 = 89. 


2. Provar que 4AB e BC são perpendiculares. 








DESENVOLVIMENTO. 
Co-senos diretores de AB: E E ss E: : 
v'14 «14 14 
Co-senos diretores de BC: to ; Ea R ai 
5/3 53 543 
2 hp e 
PR = REAR ME DER GR PESE SR ET TDI JUS SRD A 


V14 53 14 5/3 vI4 5V3 5 42 


Por outro lado: a soma dos produtos dos parâmetros diretores das duas 
retas é igual a zero. 7X1+5(-D+1xX3=0. 


PROBLEMAS PROPOSTOS 


1. Marcar em um gráfico os pontos (2,2,3), (4, — 1,2), (— 3, 2, 4), 
(3, 4, na 5), (= 4, no 3, Res 2), (0, 4, ZA, 4), (4, 0, E 2), (0, 0, sy 3), (= 4, 0, —2), 
(3, 4, 0). 


2. Calcular a distância da origem a cada um dos pontos do problema 1, 
acima. 


Resp: 17, V21, V29, 5V2, V'29, 442, 245, 3, 245, 5. 
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3. Calcular a distância entre os pontos de cada um dos pares seguintes: 


(a) (2,5,3) e (—-3,2, 1). Resp.: 38. 
(db) (0,3,0) e (6,0, 9). Resp: 7. 
(0) (-4, —2,3) e (3,3, 5). Resp.: 78. 


4. Calcular o perímetro de cada um dos triângulos: 


(a) (4, 6, 1), (6, 4,0) (— 2,3, 3). Resp.: 10 + 474. 
(b) (— 3, 1, eg 2), (5, 5, ai 3), (— 4, peeé IR ses 1). Resp.: 20 + 6. 
(c) (8, 4,1), (6,3,3), (—-3, 9, 5). Resp: 14 +92. 


5. Marcar em um gráfico os pontos dados e, para cada um dêles calcular 
o raio vetor de centro na origem e respectivos co-senos diretores.. 


(a) (— 6, 2, 8). 

Resp.: 7, cosa = — 6/7, cos 8 = 2/7, cos y = 3/7. 
(b) (6, — 2, 9). 

Resp.: 11,cosa = 6/11, cos 8 = — 2/11, cosy = 9/11. 
(c) (— 8, 4, 8). 


Resp.: 12, cosa = — 2/3, cos 8 = 1/3, cos y = 2/3. 
(d) (3, 4, 0). 

Resp.: 5, cosa = 3/5, cos 8 = 4/5, cos y = 0. 
(e) (4, 4, 4). 

Resp.: 43, cosa =1/n/3, cos 8 = 1//3, cosy = 1/3. 


6. Determinar os ângulos diretores relativos aos portos do problema 5 (a), 
(d) e (e). 


Resp.: a. a = 148598, 8 = 73º23,9, y = 649374. 
d. a = 537,8, 8 = 3652,2', y = 90º 
e. a=B=Yy=õds4s 4]. 


7. Calcular as medianas dos seguintes triângulos. Nas respostas, as me- 
dianas são consideradas na ordem 4, B, C. 


(o) 4(2-3,1, B(-6,5,3, C(87-—7. 

Resp.: 91, N'166, V217. 
(b) A(7,5, — 4), B(3, —-9, — 2), C(—- 5,3, 6). 

Resp.: 2/41, V'182, 206. 
(o) A(—7,4,6), B(3,6, — 2), C(i, —- 8,8). 

Resp.: 115, NATE 214. 


8. Em cada um dos exemplos seguintes, determinar os co-senos diretores do 
segménto traçado do primeiro ponto ao segundo. 


(a) (= 4, Í, 7), (2, Es 3, 2). (c) (— 6, 5, Er 4), (— 5, a 2, e 4). 


(b) (7, 1, e 4), (5, E 2, E 3). (d) (5, ço 2, 3), (— 2, 3, 7). 
(e) (3, e, Õ, 4), (= 6, ), 2). 
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Resp 
6 477 AZ 5 4/77 : 710 v10 210 
= q a “a 30 "6 "15 
: v'14 314 vI4 9 6 
Covo To "14 SL” A 
2 72 
c E te 
10 10 


9. Determinar um conjunto de parâmetros diretores para a reta que passa 
pelos dois pontos dados. 


(a) (4,7,3), (—- 5, — 2, 6). Resp.: 3,3, —1. 
(b) (—-2,3, — 4), (1,3, 2). Resp.: —3,0, — 6. 
(c) (11,2, — 3), (4, — 5, 4). Resp.: 1,1, —1. 


10. Calcular o ângulo menor que 90º formado pelas retas que ligam os se- 
guintes pares de pontos. 
(a) (8, 2, 0), (4, 6, ao 7); = 3, 1, 2), (— 9, 2 2, 4). 
Resp.: 88º10,8' 
(b) (4, — 2,3), (6,1, 7); (4, —2, 3, (5, 4 — 2). 
Resp.: 90º 
(c) De (6, —-2,0)2a (5,4,2NV3)ede (5,3, Da(7, —1, 5). 
Resp.: 73º11,6". 
11. Calcular os ângulos internos do triângulo, cujos vértices são 
(—- 1, -3,-4), (4, —-2,)—-N)e(2,3, — 8). 
Resp.: 86º27,7', 44º25,4', 49º%6,9”. 


12. Calcular a área do triângulo do problema 11. 
Resp.: 16,17 unidades de área. 


13. Determinar a interseção das medianas em cada um dos seguintes tri- 
ângulos. 
(a) (—-1,-3,-4, (4, —-2,—-7,(2,3, — 8). 
Resp.: (5/3, — 2/3, — 19/3) 
(b) (2,1,4),(3 — 1,2), (5,0, 6). 
Resp.: (10/3, 0, 4). 
(o) (4,3, —-29, (7, —1,4),(—-2,.1, — 4). 
Resp.: (3, 1, — 2/3). 
14. Provar que o triângulo com vértices (6, 10, 10), (1, 0, — 5), (6. — 10, 0) 


é retângulo e calcular sua área. 
Resp.: 25 21 unid. de área. 


15. Provar que o triângulo de vértices (4, 2, 6), (10, — 2, 4), (—- 2,0, 2) 
é isósceles e calcular sua área. 
Resp.: 6 4/19 unid. de área. 
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16. Demonstrar, por dois métodos, que os pontos (— 11,8,4), (—1,—7,-—1), 
(9, —2, 4) são vértices de um triângulo retângulo. 


17. Demonstrar que os pontos (2) — 1,0), (0, — 1, — 1), (1,1, — 3), 
(3, 1, — 2) são vértices de um retângulo. 

18. Provar que (4, 2, 4), (10,2, — 2) e (2, 0, — 4) são vértices de um tri- 
ângulo eqiilátero. 


19. Provar, por dois métodos distintos, que os pontos (1, —1, 3), (2, —4, 5) 
e (5, — 13, 11) pertencem a uma reta. 


20. Deduzir a equação do lugar geométrico dos pontos eqiidistantes de 
(01, —2,3) e (—-3, 4, 2). Resp.: 8x — 12y 4 22+ 15 =0. 
21. Deduzir a equação do lugar geométrico dos pontos, cujas distâncias 
ao ponto (— 2, 3, 4), são duas vêzes maiores que as distâncias ao ponto (3, — 1, —2). 
Resp.: 37º + 3y" + 32º — 287 + 14y +242 +27 =0. 
22. Achar a equação da esfera de raio 5 e centro (— 2, 3, 5). 
Resp: P+y+2+47-—6y-—102+13=0. 
23. Os parâmetros diretores de duas retas são 2, — 1,4e — 3,2,2. Provar 
que são perpendiculares. 
24. Determinar k de modo que as retas que ligam os pontos P; (k, 1, — 1) 
e P, (2k,0, 2) sejam perpendiculares à reta tirada de P, a Ps (2 + 2k, k, 1). 
Resp.: k=3. 
25. Os parâmetros diretores de uma perpendicular a duas retas de parã- 
metros diretores a1, bi, ci e a», ba, ca são dardos pelos determinantes 


by c1 c1 01 a bi 
bo co, cao ag, ao bo. 


Determinar os parâmetros diretores de uma perpendicular a duas retas, 
cujos parâmetros diretores são; 


(a) 1,3 —-2 e —-2,2,4. Resp.: 16,0,8 ou 2,0, 1. 
(bd) —-3,41 e 2,-6,5. Resp.: 26, 17, 10. 

(0) O, —-2,1 e 4,0, —3. Resp.: 3,2, 4. 

(d) 53-3 e —1,1, —2. Resp.: — 3, 13,8. 


26. Calcular os parâmetros diretores de uma perpendicular às retas deter- 
minadas pelos pares de pontos (2,3, — 4), (—-3,3,) —2e(— 1,4, 2), (3, 5, 1). 
Resp: —-2,3, — 5. 
27. Determinar os co-senos diretores de uma reta perpendicular a cada 
uma das retas de parâmetros diretores 3, 4,1 e 6,2, —1. 
Resp.: 27, — 317, 6/7. 
28. O ângulo formado pelas retas L;, com parâmetros diretores x, 3, 5, 
e Ls, com parâmetros diretores 2, — 1, 2, mede 45º. Determinar z. 


Resp.: 4,52. 
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29. Para que valor de z a reta que passa por (4, 1, 2) e (5, 2, 0) será para- 
lela à reta definida pelos pontos (2, 1, )e (3,3, — 1)? 
Resp.: T=3. 


30. Para que valor de x as retas do problema 29 serão perpendiculares ? 
Resp.: 1 = -— 3/2. 


31. Provar que os pontos (3, 3,3), (1,2, — 1), (4, 1, ) e (6, 2 5) são vér- 
tices de um paralelogramo. 


32. Provar que os pontos (4, 2, — 6), (5, — 3, 1), (12,4, 5) e (11,9, — 2) 
são vértices de um retângulo. 


33. Provar que a reta que passa pelos pontos (5, 1, —-2)e (— 4, — 5, 13) 
é mediatriz do segmento que liga os pontos (— 5,2,0) e (9, — 4, 6). 


34. Calcular o ângulo entre as retas que ligam (3,1, —2) (4,0, — 4) e 
(4, Er 3, 3), (6, e 2, 2). 
Resp.: 7/3 radianos. 
35. Os parâmetros diretores de duas retas são 3, — 2, ke —2,k, 4. De- 
terminar k para que elas sejam perpendiculares. 
Resp. k = 3. 


36. Instituir a equação do lugar geométrico dos pontos equidistantes do 
eixo dos y e do ponto (2, 1, — 1). 
Resp.: y —2y — 42 +22+6=0. 
37. Achar a equação do lugar geométrico dos pontos egiiidistantes do plano 
zy e do ponto (— 1, 2, — 3). 
Resp: 2 +y +27 —- 4y +62 +14 =0. 


38. Um ponto se desloca de modo que a diferença dos quadrados de suas 
distâncias aos eixos dos x e dos y permanece constante. Achar a equação do 
lugar geométrico descrito. 


Resp.: y — q? 


= q. 
39. Determinar a equação do lugar geométrico dos pontos, cujas distâncias 
ao eixo dos z são iguais às distâncias ao plano zy. 
Resp.: 2º +y — 2º = 0, um cone. 


40. Achar a equação de uma esfera de centro em (3, — 1, 2), tangente ao 
plano y2. 
Resp: 2+y +22 —-6r+2Wy-—-4+5=0. 
41. Achar a equação da esfera de raio a, tangente aos três planos coorde- 
nados, achando-se o centro no primeiro octante. 
Resp: 2 +y +2º — 20x — 2ay — 202 + 20º = 0. 


42. Instituir a equação da esfera de centro em (2, — 2, 3), que passa por 
(7, — 3, 5). 
Resp: 2+Hy+2—-4r+4y—62—13=0. 
43. Achar a equação do lugar geométrico dos pontos eqiidistantes de 
(— 2, l, — 2) e (2, — 2, 3). 
Resp.: 41 —3y +5z— 4 =ã0. 
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44. Formar a equação do plano mediador do segmento retilíneo que une 
os pontos (—- 2,3, 2) e (6, 5, — 6). 
Resp.: 4x +y — 4 —-20 =0. 
45. Dados os pontos 4 (3, 2,0) e B(2, 1, — 5), determinar o lugar geomé- 


trico gerado por um ponto P (x, y, 2), que se desloca de modo que PÁ permanece 
perpendicular a PB. 


Resp: 2+ty+z7—-5r-3Iy+HH+B=0. 
46. A que equação devem satisfazer as coordenadas de P (x, y, 2) para que 
a distância dêste ponto a (2, — 1, 3) seja igual a 4. 
Resp: 2 +ty +22 -42+2y-—-6 —-2=0. 
47. Achar à equação do lugar geométrico dos pontos (x, y, 2) cujas dis- 


tâncias a (1, 3, 2) são três vêzes maiores que as distâncias ao plano zz. 
Resp.: 22 —-8y+2º—-2x —-6y — 42 +14 =0. 
48. Determinar o centro e o raio da esfera 2º +y +27? -27+46y + 
+ 22-14 =0. 
Resp.: Centro em (1, — 3, — 1), raio 5. 


49. Determinar as coordenadas do centro e o raio da esfera: 


(a) 167º + 167º + 1672? — 247 4 48y — 5 = 0. 
db) 2+Hy+Z72—-2Z —-6y+ 42414 =0. 
Resp.: Centro (1,3, — 2); r =0. 
(o) ty +24 —-2Zy—-6z=0. 
Resp.: Centro (—-2,1,3) r=V14. 


Resp.: Centro ( 


50. Formar a equação da esfera de centro em (4, — 3, 2) e tangente ao 
plano z+2=0. 
Resp: 2 +y +27 -—-8r+6y—4—7=0. 


51. Escrever a equação do lugar geométrico de todos os pontos que se mantêm 


(a) a 4 unidades à frente do plano Zzz. Resp.: y=4. 


(b) a 6 unidades atrás do plano 42. Resp: t=—6. 
(c) a 3 unidades atrás do plano y—-1=0. Resp.: y+2=0. 
(d) a 3 unidades do eixo dos 2. Resp.: 2 +y' =9. 


52. Achar a equação do lugar geométrico do ponto móvel, cuja soma das 
distâncias a (3, 0,0) e “'— 3, 0, 0) permanece igual a 8. 
Resp.: 72x? + 16y? + 162? = 112, um elipsóide. 


53. Determinar a equação do lugar geométrico dos pontos equidistantes 
de (—- 1,2, — 2) e do eixo dos 2. 
Resp.: 22 + 42427 — 4y +49 =0, um parabolóide. 
54. Formar a equação do lugar geométrico dos pontos que permanecem a 


uma distância de (3, — 2, 1) igual ao triplo da distância ao plano zy. 
Resp.: zº +y — 82º — 6x + 4y — 22 +4 14 = 0, um hiperbolóide. 
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55. Achar a equação do lugar geométrico de um ponto móvel, cuja diferença 
das distâncias a (0,0, — 4) e (0, 0, 4) sejam sempre 6. 
Resp.: 9xº + 9yº — 72º 4+ 63 = 0, um hiperbolóide. 
56. Achar a equação do lugar geométrico dos pontos, cujas distâncias ao 
plano yz sejam 6 dôbro das distâncias a (4, — 2, 1). 
Resp.: 3x? + 4yº + 42º — 32x 4 16y — 82 + 84 = 0; um elipsóide. 
57. Determinar a equação do lugar geométrico dos pontos cujas distâncias 
a (0,0, — 2) sejam a têrça parte de suas distâncias ao plano z + 18 = 0. 
Resp.: 97º + 9yº + 82º — 288 = 0, um elipsóide. 
58. Achar a equação do lugar geométrico dos pontos eqiiidistantes do plano 
z =5e do ponto (0, 0, 3). 
Resp.: x? +yº + 42 — 16 = 0, um parabolóide. 


CAPÍTULO 13 


PLANO 


Todo plano é representado por uma equação do primeiro grau 
com três variáveis x, y, 2. À proposição recíproca também é verda- 
deira. Tôda equação do primeiro grau com três variáveis 7, y, 2 
representa um plano. 


A equação geral de um plano é 4x + By 4 Cz+4 D =o0, desde 
que 4, Be € não sejam nulos simultâneamente. 
A equação de uma família de planos que passam pelo ponto 
(Xo, Yo, 20) é: 
A(r—-z)+B(y— y)+C(z— zo) =0. 


Reta perpendicular a um plano. Uma reta será perpendi- 
cular a um plano 4x + By+- Cz + D = 0 se os parâmetros diretores 
a, b, c da reta forem proporcionais aos coeficientes de x, y, 2 da equa- 
ção do plano, e sômente neste caso. Sea,b,c, 4, B, C forem todos 
diferentes de zero, a condição nt = = = q poderá ser satisfeita e, 
nesse caso, a reta e o plano serão perpendiculares entre si. 


Planos paralelos e perpendiculares. 
Dois planos Ax+ By+Cz+4D/=0e A+ By+ Caz+ 


+ D» = 0 serão paralelos se os coeficientes de x, y, 2 em suas equa- 
ções forem proporcionais, isto é, se a condição — = —— = = 
fôr satisfeita e sômente neste caso. 

Dois planos 4x + By+-Cz+4D =0 e Ax+4 By+Cz+ 


+ D, = 0 serão perpendiculares se a condição 4,4.2+B,B.2+4+CiC, = 0 
fôr satisfeita e sômente neste caso. 
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Forma normal. A forma normal da equação de um plano é 
gv cosa t+ycosB+zcosy — p=0, 


onde «a, 8 e y são os ângulos diretores da normal tirada pela origem 
e p é a distância da origem ao plano. 
A forma normal da equação do plano Ax4By+Cz+D =0 é 


Ar + By+Cz+D | 


0, 
VA +B+4+C 


adotando-se diante do radical o sinal contrário ao de D, de modo 
que a distância p seja positiva. 

Forma segmentária. A forma segmentária da equação de 
um plano é - + > + = = 1, onde a, b, c são as coordenadas à 
origem, isto é, os segmentos interceptados, a partir da origem, nos 
eixos dos x, dos y e dos z, respectivamente. 


Distância de um plano a um ponto. A fórmula da dis- 
tância entre um ponto (x1, y1, 21) e um plano 41+4By+Cz+4D = 0 é 


e Ax, + By, + | 


VA + B4C? 
Ângulo de dois planos. O ângulo O de dois planos 


Ax + By+ Cz+4D, = 0 e Aox + By+4 Cara + D, = O é de- 
terminado por 





AA, + BB. + CO: 


OT —— > |, (ângulo agudo). 
VALA BLACENVA? + B2+C? a di 





cos0 = 


Planos particulares. As equações 


Ax + By+4D=0, 
By+Cz+D=o0 
Ax+ CZ4+D=0 


representam planos perpendiculares, respectivamente, aos planos 
XY, YZ € TZ. 

As equações 4Ax+D=0, By4D=o0, Cz+4+D=0 repre- 
sentam planos perpendiculares, respectivamente, aos eixos dos 2, 
dos y e dos 2. 
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PROBLEMAS RESOLVIDOS 


1. Achar a equação do plano que passa pelo ponto (4, — 2, 1) e é perpen- 
dicular à reta de parâmetros diretores 7, 2, — 3. 

SoLuçÃo. Empreguemos a equação A(z-xo) +B(y-yo)+C(z—-2) =0 
e consideremos a condição de que os coeficientes devem ser proporcionais aos pa- 
râmetros diretores. Temos, pois, 


i(lr—-)+2(4+29)-3(2-1)=0 ou 7X+2y-32-—-21=0. 


2. Determinar a equação do plano mediador do segmento definido por 
(e 3, 2, 1) € (9, 4, 3). 

SoLUÇÃO. Os parâmetros diretores do segmento são 12, 2,2 0u6,1,1. O 
ponto médio do segmento é (3, 3, 2). Portanto, a equação do plano é 


t(r-3+(y—-)+(2—-2)=0 ou 6x+y4+z2-—-23=0. 


3. Achar a equação do plano que passa pelo ponto (1, —2, 3) e é paralelo 
ao plano x — 3y + 22 = 0. 


SoLUÇÃo. O plano procurado deve ter equação da forma x — 3y+ 22 = k. 
Para determinar k, substituamos as variáveis pelas coordenadas (1, — 2, 3), uma 
vez que êste ponto pertence ao plano em questão. 

Temos, pois, 1-3(-2+2X3=k ou k=l13. A equação pedida é 

z—l3y+4 22 = 13. 

4. Determinar a equação do plano que passa por (1, 0, — 2) e é perpen- 

dicular a cada um dos planos | 


2x +y—2z=2 
T—y-z=a. 


SoLUÇÃO. A família de planos que passam pelo ponto (1, 0, — 2) é repre- 
sentada por A(x—- D+B(y—-0)+C(z+2)=0. Para que o plano consi- 
derado seja perpendicular aos dois planos dados, devemos ter 


24 +B —-C=0 
A-B-C=0. 


Resolvendo êste sistema, obtemos 4 = —- 2B e C= —- 3B. 
A equação procurada é —2B'z-D+B(y-O0O-3B(242)=0 ou 
2x —- y +32 +4=0. 
5. Determinar a equação do plano que passa pelos pontos (1, 1, — 1), 
(—-2 —-2329)e (1, —1, 2). 


SoLução. Utilizemos a forma geral Ázx+4By+Cz+D=0. Substi- 
tuindo sucessivamente pelas coordenadas as variáveis de cada um dos pontos, 
obtemos o sistema 

A+B-C+D=0, 
— 24 —- 2B+4+2C+D=0, 
A-B+2C+4+D=0. 
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Resolvendo-o, vem: 4A=-C/2, B=30/2, C=CeD=o0. 
Substituindo êstes valores na forma geral e dividindo ambos os membros 
por C, a equação se transforma em 


T—-3y— 22 =0. 


Outro Método. A equação de um plano que passa pelos pontos (71, yy 21), 
(xa, y9, 22) € (23, Y3, 23) é dada pelo determinante 


L y z 1 

ti 41 21 l 0 

zo y2 292 Pod 
1 


z3 y3 23 


6. Discutir o lugar geométrico da equação 21 + 3y + 6z = 12. 


SoLução. Sendo do primeiro grau, Z 
a equação representa um plano. 

Os parâmetros diretores da normal 
ao plano são 2, 3, 6. Os co-senos dire- 
tores da normal são 


ad aaa irao: 
os q =, co8B =, co8Y = 





7 
As coordenadas à origem são (0.4.0) 
(6, 0, 0), (0, 4, 0) e (0, 0, 2). v 
As interseções do plano dado com Fig. 142 


os planos coordenados denominam-se 
traços do plano. Determinação das equações dos traços: 

No plano zy, z = 0; logo, a equação dêsse traço é 2x + 3y = 12. Anãlo- 
gamente, para determinar o traço sôbre xz, fazemos y = 0; portanto, êsse traço 
é 2x +46 = 12 ou zx+43z = 6; a equação do traço no yz é 3y + 62 = 12 ou 
y +22 = 4. As coordenadas à origem e os traços acham-se representados na 
Fig. 142. 

Determinação do comprimento da normal, isto é, a distância da origem ao 
plano: 

q = AN +Bn+Ca+D, 
+ v424+B2 +00? 


2X0+3x0+6x0-12| 12 
7 ego 


| d | == º 
7. Calcular a distância do ponto (— 2, 2,3) ao plano 8» — 4y —- 2 — 8 =0. 
SoLUÇÃO. A equação na forma normal é 

8: —-4y-2—-8 82 —-4y -2-8 


— E 0. 
V64+16+1 9 
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Substituindo as variáveis pelas coordenadas do ponto, obtemos, 
0-9) —4X2-1xXx3 —8 + 35 
O sinal negativo significa que o ponto e a origem se encontram do mesmo 


lado do plano. 


8. Determinar o menor dos ângulos, formados pelos planos 


(1) 32 +2y — 52 — 4 =0, 
e 
(2) 27 —- 3y+ôz —8=0. 
SoLUÇÃO. Os co-senos diretores das normais aos dois planos são: 
cos a cos 8 ne cos Y 
JE == 1 —- , = sy 
v3 v38 38 
cos «2 z cos B» o cos Y o 
E ==) =) Qt 
38 3 
Seja O o ângulo formado pelas duas normais. 
Temos então 
2 2 3 5 5 25 
cos O = Pis VD Te | q 
NT v38 38 v38 38 v38 |] 3 
donde 
0 = 48º51,6". 


9. Determinar a interseção dos planos: 


2+2y— 2=06, 
34 — 2y + 32 = — 16. 


SoLução. Estamos em presença de três equações lineares. A solução dêste 
sistema determina as coordenadas do ponto de interseção dos três planos. 

O ponto procurado é (— 1, 2, — 3). 

10. Achar a equação do plano que passa pela interseção dos planos 
32 +y—bz+7=0€e2x-—-24y+42—-3=0e pelo ponto (— 3, 2, — 4). 

SoLUÇÃO. A equação de um plano qualquer que passe pela interseção dos 
dois planos dados é da forma 

Sr +Hy—-bzA+TAkK(L—-2Zy+4—3)=0. 

Para distinguir no feixe de planos aquêle que passa pelo ponto (— 3, 2, — 4), 

substituímos x, y, z por — 3, 2, — 4, respectivamente, e obtemos 
—94+2+20+7+k(-3-4-—-16-3)=0, ou k = 10/13. 


Substituindo k na equação e simplificando-a, resulta 
49x — Ty — 252 4 61 = 0. 
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1. Achar as equações dos planos bisselores dos diedros formados por 
6x —- 6y+72+421=0 
21 + 3y — 62 — 12 = 0. 
SoLuçÃão. Sejam (%1, y1, Z:) as coordenadas de um ponto qualquer do plano 


bissetor. As distâncias dêsse ponto aos dois planos devem ser iguais, em valor 
absoluto. Portanto, 


67 — 6y + 72 +21 ES 271 + 3y1 — 624 — 12 


— 1 7 
Eliminando os denominadores e simplificando, obtemos 
64x — 9y — 172 4 15 =0 
20x — 75y + 1152 4279 = 0. 


12. Estabelecer a equação do plano que passa pelos pontos (1, — 2, 2), 
(— 3, 1, — 2) e é perpendicular ao plano 2x + y — 2+46=0. 


SoLução. Seja 4z + By +Cz+D =0 o plano procurado. 
Como os dois pontos devem pertencer ao plano pedido, por substituição temos 


A-—-2B+2C+D=0 
—34+ B-2C+D=o0. 


Como o plano procurado deve ser perpendicular a 2z+ty —-2+6=0, 


temos 
24 +B-C=0. 


Resolvendo o sistema, 


C 6C 5€ 
A=-"0, Be, D=T 


Substituindo êstes valores na equação geral e dividindo seus membros por 
€, achamos 


2 — 12y — 102 — 5 = 0. 
13. Determinar o lugar geométrico dos pontos eqiidistantes de (2, — 1, 3) 
eZ2r—-QW+2z-6=0. 
SoLução. Consideremos o ponto P(x, y, 2) do lugar. Então podemos 


escrever 


va-+ + if+e-3) = Emddens 


Elevando ao quadrado e simplificando, temos finalmente 


be? + 5y? + 82º + 8xy — 4xz + 4yz — 12x — 6y — 422 + 90 = 0. 
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14. Achar as equações dos planos paralelos a 2x —3y — 62 — 14 = 0, 
que distam da origem 5 unidades. 


SoLução: 2x — 3y — 62 — k = O representa a família de planos paralelos 
ao plano dado. 


A distância de um ponto qualquer (7, y, 2) a 2x — 3y — 62 — k =0 


à 21 — 3yy — 624 — k 


Ê 7 


Como d = 5, a partir de (0, 0, 0), temos + 5 = MOMO, 
donde k = + 35. 
Portanto, a equação pedida é 2x — 3y — 62 + 35 = 0. 


Na figura 143: O plano I é dado; os planos II e III são os pedidos. 





Y 
Fig. 143 Fig. 144 


15. Escrever a equação do plano 5z — 3y + 62 = 60 na forma segmen- 
tária. 


SoLUÇÃO: Dividindo-se os membros por 60, a equação assume a forma 


RE PRE . ME TARA 
segmentária 12 20 + 10 1. 


As coordenadas à origem são 12, — 20 e 10. Ver Fig. 144. 
16. Provar que os planos 


iz + 4y— 42430 =0, 
36x — 5ly + 122 + 17 =0, 
e l4z + 8y — 82-12 =0 
12x — 17y + 4 —-3=0 


formam quatro faces de um paralelepípedo retângulo. 
SoLuçÃo. O primeiro e o terceiro planos são paralelos, pôsto que 


a tas ÃO 
4 O8" -8 
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36 —51 12, 
12 “17 4 


Ademais, o primeiro e o segundo planos são perpendiculares, visto que 


O segundo e o quarto planos são paralelos, pôsto que 


7xX36+4(—-51)— 4X 12 = 252 —204 — 48 =0. 
17. Identificar o lugar geométrico da equação 2º + yº — 2zy — 42º = 0. 
SoLução. Escrevemos & equação dada sob a forma 
2 —-2Qxy +y —- 422 =(x—-y—2Z2)(z—-y+22)=0. 
O lugar geométrico é constituído por dois planos que passam pela origem, 
z—y—2z2=0 
q—-y+22=0. 
PROBLEMAS PROPOSTOS 


1. Escrever a equação do plano: 


(a) Paralelo ao plano xy, 3 unidades abaixo dêle. 
Resp.: 2=—3. 
(b) Paralelo ao plano yz, de abscissa à origem 4. 


Resp.: = 4, 
(c) Perpendicular ao eixo dos z no ponto (0, 0, 6). 
Resp.: 2 =6. 


(d) Paralelo ao plano xz, 6 unidades atrás dêle. 
Resp... y=-—-6 ou y+6=0. 


2. Escrever a equação do plano horizontal que passa pelo ponto (3, —2, —4). 
Resp: 2=—-4 ou 2+4+4=0. 


3. Escrever a equação do plano paralelo ao eixo dos z, com abscissa à ori- 
gem igual a 2 e ordenada à origem igual a — 3. 


Resp.: 37x — 2y —- 6 = 0. 


4. Escrever a equação do vlano paralelo ao eixo dos 2, que tem como traço 
sôbre o plano xy a reta a +y —-2 =0. 


Resp.: vx+ty—2=0. 
5. Escrever as equações do plano 


(a) que passa pelo ponto (3 — 2, 4) e é perpendicular à reta de pará- 
metros diretores 2, 2, — 3. 
Resp. 2x4 2y— 324 10 =0. 

(b) que passa pelo ponto (-- 1, 2, — 3) e é perpendicular ao segmento 
que une (— 3,2, 4)a (5, 4, 1). 
Resp.: 8x +2y — 3 — 5 =0. 

(c) que passa pelo ponto (2, — 3, 4) e é perpendicular ao segmento que 
liga êste ponto a (4, 4, — 1). 
Resp.: 2x +T7Ty— 52 +37 =0. 
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(d) perpendicular ao segmento (— 2, 2, — 3), (6, 4, 5) no ponto médio. 


Resp.: 4r+y+ 4 — 15 =0. 


6. Achar a equação do plano 


(a) 


que passa pelo ponto (— 1, 2, 4) e é paralelo ao plano 


2x —-3y —- 52 +46 =0. 


(b) 
(c) 


(d) 


(e) 


Resp.: 2x — 3y — 52 +28 = 0. 


que passa pelo ponto (2, — 3, 6) e é paralelo ao plano 2x — 5y+7 = 0. 
Resp.: 2x — 5y — 19 = 0. 

que passa pela origem e é paralela ao plano 3z + 7y — 62 +3 = 0. 
Resp.: 3x + 7y — 62 = 0. 

Paralelo ao plano 67 + 3y — 2z — 14 = O e mediador da distância 
entre êste e a origem. 

Resp.: 6z+3y — 2 +7=0. 

Paralelo ao plano 37 — 6y — 22 — 4 = 0 e distante da origem 3 
unidades. 

Resp.: 3x — 6y — 22+21 =0. 


7. Determinar a equação do plano: 


(a) Paralelo ao plano 6x — 6y + 7z — 44 = 0 e 2 unidades mais afas- 
tado do que êle em relação à origem. 


(b) 


(c) 


Resp.: 6x — 6y + 72 + 66 = 0. 

Paralelo ao plano 4x — 4y + 72 —- 3 =0 e distante 4 unidades 
do ponto (4, 1, — 2). 

Resp.: 42 — 4y+724+38=0,4 —4y+7z—- 34 =0. 

Paralelo ao plano 2x — 3y — 5241 =0 e distante 3 unidades 
do ponto (— 1, 3, 1). == 

Resp.: 2x — 3y — 52 +16+3438 = 0. 


8. Achar a equação do plano que passa pelo ponto (3, — 2, 4) e é perpen- 
dicular a cada um dos planos 7x — 3y +-z—-5=0e47—-y-z+4+9=0. 


Resp.: 4x + 1lly+ 52 — 10 =0. 


9. Achar a equação do plano que passa pelo ponto (4, — 3, 2) e é perpen- 
dicular à interseção dos planos x — y +22-3=0e2%-y-—-3=0. 


Resp.: 5x +7y+tz-1=0. 


10. Determinar a equação do plano que passa pelo ponto (1, — 4, 2) e é 
perpendicular a cada um dos planos 2x +-5y -z-—-12=0€e 
4x — Ty +32 +4+8=0. 


Resp.: 4x — 5y — 172 + 10 = 0. 


1. Achar a equação do plano que passa por (7, 0, 3) e é perpendicular a 
cada um dos planos 2x — 4y + 3z=0e 7zt+t2Wy+2z-14=0. 


Resp.: 10x — 19y — 322 + 26 = 0. 


12. Escrever a equação do plano que passa por (4, 1, 0) e é perpendicular a 
cada um dos planos 2x — y —- 4 —-6=0ez+y+22-3=0. 


Resp:. 2x —-8y + 3% =0. 
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13. Determinar a equação do plano que passa por (1, 1, 2) e é perpendicular 
a cada um dos planos 2x — 2y — 42 —- 6=0e37x+-y+62—-4=0. 
Resp: vt3y—-z-—-2=0. 


14. Formar a equação do plano perpendicular a cada um dor planos 
dr —ytz=0€ezx+5y+3z =0 e situado à distância 6 da origem. 
Resp: t+ty-—-22+6=0. 


15. Achar a equação do plano perpendicular a cada um dos planos 
2z-4y+z=0€e37+4y+2z—2 =0e situado à distância 1 da origem. 
Resp.: 4» —y —-82+9=0. 


16. Determinar a equação do plano que passa pelos pontos (2,2,2) e 
(0, — 2,0) e é perpendicular ao plano x — 2y +32 — 7 = 0. 
Resp.: 41 — y—-22-2=0. 


17. Estabelecer a equação do plano que passa pelos pontos (2, 1, 1) e 
(3, 2, 2) e é perpendicular ao plano z+2y — 52 — 3 = 0. 
Resp.: ix — 6y —-2z—-7=0. 
18. Determinar a equação que passa pelos pontos (2; — 1, 6) e (1, — 2, 4) 
e é perpendicular ao plano x — 2y — 22 +9 = 0. 
Resp.: 2x + 4y —- 324 18 = 0. 
19. Achar a equação do plano que passa pelos pontos (l, 2) — 2) e 
(2,0, — 2) e é perpendicular a 3x +y + 2z = 0. 
Resp.: 4x +2y— 7z — 22 =0. 
20. Determinar a equação do plano que passa pelos pontos (1, 3, — 2) e 
(3, 4, 3), sendo perpendicular ao plano 7x — 3y + 52 — 4 = 0. 
Resp.: 20x + 25y — 132 — 121 = 0. 
21. Determinar a equação do plano que passa pelos pontos: 


(a) (3,4, D),(—1, —2,5), (1,7,1). Resp: 32: +2y +62 — 23 =0. 


(b) (3,1, 4), (2,1,6), (3,2, 4). Resp.: 22+2-10=0. 
(co) (2,1,3), (— 1, — 2,4),(4,2,1). Resp: bx — 4y + 32 — 15 = 0. 
(d) (3,2, 1), (1,3, 2), (1, —2, 3). Resp: 32 +y + 52 — 16 = O. 


(e) (4,2, D, (—1, —-2,2),(0,4, —5). Resp.: llz — 17y — 132 +3 = 0. 


22. Discutir os lugares geométricos dos seguintes planos e representá-los, 
assinalando as coordenadas à origem e os traços. 


(a) 2x + 4y + 3 — 12 =0. (d) 2y — 32 = 6. 
(bd) 3x — 5y +22 —- 30 =0. (e) 27 —- 2 =0. 
(co) v+y=6. (D) z-—-6=0. 


23. Partindo da forma normal, escrever a equação de um plano com os 
seguintes dados: 
(a) a = 120º 8 =45, y=1209 p=5. = 
Resp: v—V2y+2+10=0. 


(b) «a =9)º, B=135, y=45, p=4. 
Resp.: y-2+4V2=0. 
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(c) O pé da normal ao plano tirada pela origem é o ponto (2, 3, 1). 
Resp.: 2x+3y+2-—- 14 =0. 

(d) a = 120º 8 =60º% y=135, p=2. 
Resp.: c-y+V22+4+4=0. 


a cos «q = Cos 8 — cosy . 
(e) p =2, | 4 Es 8 


Resp.: x — 4y — 82 + 18 = 0. 
24. Reduzir à forma normal cada uma das equações dadas e, em seguida, 
determinar os co-senos diretores e o comprimento da normal. 


(a) 2x —-2y+2—-12=0. 
Resp.: cos a = 2/3, cosB = — 2/3, cosy = 1/3, p = 4. 


(b) 9x+46y —-22+7=0. 
Resp.: cosa = — 9/11, cos 8 = — 6/11, cosy = 2/11, p = 7/11. 


(0) v—-4y+82—-27=0. 
Resp.: cosa = 1/9, cos 8 = — 4/9, cosy = 8/9, p = 3. 


25. Determinar a distância do ponto ao plano, em cada caso: 


(a) Ponto (— 2,2,3), plano 2x + y — 22 — 12 = 0. 


Resp.: — 20/3. Interpretar o sinal. 
(b) Ponto (7, 3, 4), plano 67 — 3y + 22 — 13 = 0. 
Resp.: 4 
(c) Ponto (0, 2, 3), plano 6x —'7y — 624 22 = 0. 
Resp.: 10/11. 
(d) Ponto (1, — 2, 3), plano 2x — 3y + 22 — 14 = 0. 
Resp.: 0. 
26. Calcular o ângulo agudo formado pelos planos 
(a) 2x-y+2z=7,7z+y+22-11=0. Resp.: 60» 
(b) 2c+2y—-2z=12,7x-2y-—-22—-7=0. Resp.: 82º10,7' 
(") 2x — 5y + 142=60, 2x +y — 22 — 18 = 0. Resp.: 49º 52,6' 
(d) 2x +y — 22 = 18, 4x — 3y — 100 = 0. Resp.: 70º 31,7' 


27. Determinar o ponto de interseção dos planos 2z — y — 22 = 5, 
42 +ytH3Iz=1,8r-y4z=65. 
Resp.: (3/2, 4, — 3). 
28. Determinar o ponto de interseção dos planos: 
(a) 2z+ty-z-1=0,3xr-y-z+2=0,4—-2y+z2-3=0. 
Resp.: (1, 2, 3). 
(b) 2x+3y+3=0,374+2y—-52+42=0,3y—- 42 +4+8=0. 
Resp.: (3/2, — 2, 1/2). 
(O) cz+2W+42=2,22+3y-2+3=0,2% — y4+42 4 8=0. 
Resp.: (— 4, 2, 1/2). 
29. Determinar a equação do plano que passa pela interseção dos planos 
22 —7Ty+42-3=0, 3x—-5y442+4+11=0 e pelo ponto (—- 2, 1, 3). 
Resp.: 15x — 4744282 —-7=0. 
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30. Achar a equação do plano que passa pela interseção dos planos 
32 — 44 4+22-6=0, 2x+4+4y—-2247=0 e pelo ponto (1, 2, 3). 
Resp.: 43x — 24y + 122 —- 31 = 0. 
31. Formar a equação do plano que passa pela interseção dos planos 
2: —- yv+22-6=0, 3x — 6y+422-—- 12 =0 e corta o eixo dos x em (6,0, 0). 
Resp.: zx— 5y —-6=0. 
32. Determinar as equações dos bissetores dos ângulos formados pelos planos 
2x —-y—-22-6=0 e 37x+42y — Oz = 12. 
Resp.: 5x — 13y +42 —- 6 =0, 23x —y — 322 —- 78 = 0. 
33. Achar as equações dos bissetores dos ângulos entre os planos 
6x — 9) +22+4+18=0ezx-— 8y + 42 = 20. 
Resp.: 65x — 169y + 622 — 58 = 0, 431 + 7y — 262 + 382 = 0. 


34. Determinar as equações dos bissetores dos ângulos entre os planos 
32 +4+4y—-6=0e 61 —-6y+72+16=0. 


Resp.: 91+2y+5242=0, 3x4 74y — 352 — 146 = 0. 
35. Passar para a forma segmentária a equação de cada plano: 


(a) 2x — 3y + 42 = 12. (b) 3x + 2y — 52 = 15. 
(co) x+3y + 427 =l12. 


Vo. 
+75 


4 


| 
E 


Es E E 
Resp.: a. 6 4 + b. E 3 1. 


| 


ia Jeca 


J z 
Cc. 12 + to ml 


36. Escrever as equações dos planos, cujas coordenadas à origem são: 


(a) (= 2,0, 0), (0, 3, 0), (0,0, 5), Resp: E ++ =L 


(b) (3,0,0), (0, —2,0). Resp: E E 5 =1. (Paralelo ao eixo dos 2). 


(co) (4,0, 0). Resp.: s=a4. (Paralelo ao plano dos yz). 
37. Provar que êstes planos são faces de um paralelepípedo: 


382 —-y+42—-7=0, 2v4+2y-2+5=0, 6 —-2y+482+10=0, 
37 + 6y — 32 — 7 =0. 


38. Escrever as equações do lugar geométrico dos pontos cujas distâncias 
ao plano 3x — 2y — 6z = 12 são sempre o dôbro das distâncias 
z—-2Qy+22+4=0. 


Resp.: 23x — 34y 4 102420 = 0, 57 — 22y + 462 + 922 = 0. 
39. Calcular a distância entre os planos paralelos 


27x —3y—-62—-14=0 e 2x-3y—-62+47=0. 
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Fazer uma figura. 
Resp.: 3. 


40. Determinar a distância entre os planos 37 +46y +22 =22 e 
3x + 6y + 22 = 27. Ilustrar com uma figura. 


Resp.: 5/7. 


41. Especificar o lugar geométrico da equação 2º + 4y? — 2? + 4xy = 0, 
Resp.: Os planos concorrentes: z+2y+2=0,71+2y-z= 


42. Especificar o lugar geométrico da equação 
2+y +22 +2y —2r — Qyz —4 =0, 
Resp.: Os planos paralelos: 
tty—-z+2=0, vty-—-z-2=0. 
43. Escrever as equações do lugar geométrico dos pontos, cujas distâncias 
ao plano 6x — 2y + 32 + 4 = O sejam iguais às distâncias ao ponto (— 1, 1, 2). 
Resp.: 137º + 45yº + 402º + 24zy — 3672 + 12yz + 50x — 82y — 
— 2202 4 278 = 0. 


CaríTuLO 14 


LINHA RETA NO ESPAÇO 


Linha reta no espaço. O lugar geométrico de duas equações 
simultâneas do primeiro grau. 


Ax+ By+Cz+4 D;= O 
Ao + By+Cs2 + D, = 0 


é uma linha reta, interseção de dois planos, exceto quando êstes são 
paralelos. 







Forma paramétrica. Sejam aq, Be Yy 
os ángulos diretores da reta L e seja 
Pi(x,,y1, 21) um ponto dessa reta. Então L é lu- 
gar geométrico de pontos tais como P (x, y, 2), 
que se move de modo que x — x; = tcosa, 
y— y=tcosB, z—2m =tcosy ou Fig. 145 
g=rxtHtcosa, y=y+ tcosB,z=2a+t 
cos y, onde o parâmetro t representa o comprimento variável P;P. 


Pix,y,Z) 


PAX YZ) 


Se a, b, c, forem os parâmetros diretores de L, estas equações 
poderão ser escritas assim: 


T=r+ al, v=y+bt, 2=2])+ cl. 
Forma simétrica. As equações da reta que passa por 
Pi(z1, y1, 21) e tem ângulos diretores «, 8, y admitem a forma 


t— Za y— Yi &— 28 


O ———————— O ————— 


cos à cos B cos Y 


Se a, b, c forem parâmetros diretores da reta, as equações simé- 
tricas tomam a forma 
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Se L fôr perpendicular a um dos eixos coordenados, as equações 
assumirão uma das seguintes formas: 


y— Yi 2— 2a 





L=a4), DES RA Ea (perpendicular ao eixo dos 1). 
y = Yyy “—— = A (perpendicular ao eixo dos y). 
Z2 = 2 “a = E (perpendicular ao eixo dos 2). 


Se L fôr perpendicular a dois eixos, duas equações são sufici- 
entes para determinar a reta: 


Lv =tT, y=y (perpendicular aos eixos dos x e dos y). 
v=1%7, z=2 (perpendicular aos eixos dos x e dos 2). 
y=y, 2=2 (perpendicular aos eixos dos y e dos 2). 


Equações da reta que passa por dois pontos. Às equações 
da linha reta que passa por P;(x,,y1 21) e por Ps (%x., 12 22) são 
dt Um 2— 2a 


=——— . (Forma dos dois pontos) 
T2— TT Y)W—-Y) 2Z2—2m 


Planos projetantes. As equações 


T— T y — Yi Lv — bi 2— 2 y— Yi 2— 2 
—————— E a, ———————— 0 — —————— o —————— q 


— o e e— 


a b a c b c 


representam planos que passam pela mesma reta do espaço. 


Cada um dêsses planos é perpendicular a um dos planos coorde- 
nados. Podemos, pois, imaginar que êles projetam a reta nos planos 
coordenados e, por essa razão, recebem o nome de planos projetantes. 


Posições relativas de reta e plano. Uma reta de pará- 
metros diretores a, b, ce o plano Ax+4 By+ Cz+D=0 são: 


(1) paralelos, quando 4a+-Bb+4-Cc=0 e sômente neste caso; e 


(2) perpendiculares, quando á =— = - e sômente neste caso. 


Família de planos que passam por uma reta. Dadas as 
equações de dois planos 


Az + By+ Cz+4D, 
Ao + By + Caz+4 D, 


1 I 
O So 
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a equação 
A + By + Cz+ D+ K(Ax + Boy+ Co2 + Do) = 0, 


onde K é um parâmetro, representa um plano que passa pela inter- 
seção dos planos dados; e, mais que isso, esta equação representa 
todos os planos que passam pela referida interseção. 


PROBLEMAS RESOLVIDOS 
1. Dadas as equações 27 —-y+2=6, z+4y-—-2z=8, determinar 


(a) o ponto da reta de interseção, que apresenta cota z = 1, 
(b) os pontos que a reta fura os planos coordenados (traços), 
(c) os parâmetros diretores e | 
(d) os co-senos diretores da reta. 


SOLUÇÃO. 
(a) Fazendo-se z = 1 nas duas equações, resulta 
271 —-y=5 2z+4y = il0. 


Resolvendo-se estas equações, obtêm-se x = + k y = a 


Portanto, o ponto pedido é Es : 5 » 1). 


(b) No plano zy tem-se z = 0. Procede-se, pois, como em (a) e de- 


32 10 


termina-se o ponto o 19 0). 


Anâlogamente, determinam-se os outros pontos: 
(4,0, —2) e (0, 10, 16). 
(c) Os pontos > ; = , 1), (4, 0, —2) pertencem à reta. 


Portanto, um conjunto de parâmetros diretores é 


1, 0-=,-2-1 ou a -2—8 ou 


2, —5, —9. 
(d) Os co-senos diretores são 


2 2 a -9 
coa=-"————— =———, cos B= cos Y = 
Vs +25+81 110 Vo. (110 








Outro método. O conjunto de parâmetro do item c pode também ser dedu- 
zido da consideração de que a reta é perpendicular às normais aos planos dados 
por suas equações. 
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Empregando os determinantes que resultam do quadro 


1 4 —2 1 4 

















2 -1 1 2 — 1 constituído pelos coeficientes de x, y, 2. 
obtém-se 
4 —2 -2 1 1 4 
=4—-2=2, =-—-4—-1=-5, = —9 
— 1 1 1 2 2 —1 
ou 2, —5, — 9. 
2. Determinar o ângulo formado pelas retas 
(1) 2x—-y+32—-4=0, dt +2y—z+7=0 
(2) z+ty—22+3=0, 42 — y+32 +47 =0. 


SoLUÇÃO. Os parâmetros diretores da primeira reta são — 5, 11,7 e os da 
segunda reta, — 1, 11, 5, conforme foi explicado no problema 1 (d) acima. 


Seja O o ângulo formado pelas duas retas. Então, temos 


Dra A eae q 75 23 
195 147 195 147 195 v147 3/65 
donde 0 = 18º1,4”. 

d. Provar que as retas 


(1) z—-y+2-5=0, z-3446=0 

















cos 6 m 


(2) 2y+2—-5=0, 42:—-2y452-4=0 
são paralelas. 


SoLUÇÃO. Os parâmetros diretores da 
primeira reta são: 


/ 1 
” i ereto dd ou 3,1, —2. 


Os parâmetros diretores da segunda 
reta são: 


0 ou 12, 4 —80u 
4 3 1-2 


As duas retas têm os mesmos parâmetros diretores; logo, são paralelas 
(Fig. 146). 





a 





1 
(8.4.0) 





Fig. 146 


4. Provar que as retas 





tl y—5 z—7 r+4  y-1 2-8 


2 3 = 5 —3 1 














são perpendiculares. 


RETA NO ESPAÇO 201 


SoLução. Os co-senos diretores da primeira reta são 


2 — 1 
cosa =-——, cos 8 = ; cosy = — 
Ti 14 '14 
Os co-senos diretores da segunda reta são 
5 — 3 1 
cosa=—"—, csB=—"—, cosy=-——* 
hm 35 35 
5 3,58 cho = 10 — 9 — ll 








a V5 14 35 14 35 “VA v35 
donde 6 = 90º. 


Ou, pelo emprêgo dos parâmetros diretores (2,3. — 1e 5, — 3, 1) das retas: 
2x5 +3(-3) +(— 1) X 1 = 0. Logo, as retas são perpendiculares. 


5. Representar graficamente a reta 3z — 2y + 32 —- 4 =0, 
z—-2y-—-z+4=0. 

SoLução. JDeterminemos dois traços da reta; em seguida, liguemos êsses 
pontos. 


Para determinar onde a reta fura o plano 
xy, façamos z = O. Temos 


dt — 2y = 4 
sa—ly=-—4. 
Resolvendo, obtemos z=4,y=4. Por BEN» 
tanto, (4, 4, 0) é o traço em gy. 
Procedendo anâlogamente, encontraremos 
o traço sôbre yz: (0, 1, 2). Vejamos agora a 
figura 147. Fig. 147 





(4.4,0) 


6. Determinar o ponto em que a reta z+2y —-2z— 6 = 0) 
2: —-y+32 +13 =0 fura o plano 3x —- 2y + 324 16 = 0. 


SoLução. (Como as coordenadas do traço pedido deve satisfazer às três 
equações, o problema consiste na resolução simultânea de três equações lineares. 
Eliminando-se z entre as equações, obteremos o par 32z+2y-1=0 e 

s—-y+3=0. 


Resolvendo estas duss equações, encontramos as raízes 7 =—1, y=2. 
Substituindo êstes valores em z+2y —-z— 6 =0, obtemos z = — 3. A reta 
fura o plano no ponto (— 1, 2, — 3). 


7. Provar quê as retas representadas pelos seguintes pares de planos são 
concorrentes. 


-y-2z-7=0, 3x—-4y-11=0, e v+2y-z-1=0, 
2s+ty+1=0. 


SoLução. Seja (x), y1, 21) o ponto de interseção das duas retas. 
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As coordenadas dêste ponto devem satisfazer à equação de cada plano. Po- 
demos, pois, escrever: 
(D)g—-n-—a=7 
(2) 3m — 4y =11 
(3) n+2y—-n=1 
(4) Zi ty = — 1. 
Subtraindo (3) de (1), achamos y = — 2. Substituindo êste valor em (4), 


obtemos z; = 1. Substituindo êstes valores em (1), encontramos 2; = — d. 
O ponto de interseção é (1, — 2, — 4). 


8. Determinar o ângulo formado pela reta x +2y —2+3=0, 
2: —-y+32+5=0 com o plano 37 — 4y +22 — 5 =0. 


SoLuUçÃo. Para obtermos os parâmetros diretores da reta: 


! SEA gel Des sd sd 
asa - ou 5, —-5,—5, ou 1, —1, —1. 


O ângulo entre a reta e o plano é complementar do ângulo 9 da reta com a 
normal ao plano. Os parâmetros diretores da normal são 3, — 4, 2. 


3X1I-4(- DEZ Dl õ 
3 29 87 
Portanto, 6 = 57º35'. O ângulo entre a reta e o plano é de 32º 25". 


9. Achar as equações simétricas da interseção dos planos 


cos O = 


2x — 3y +32 — 4=0 
v+2y— 243 =0. 


SoLução. Eliminando z e y, sucessivamente, nas equações propostas, obte- 
remos 


br +3y+4+5=0 e T7x+32+1=0. 


Igualando os valores de x fornecidos pelas duas equações, obtemos 








õ l 
+55 BH E 
O O E Ed DE 
3 3 
5 
= aaa 
3 0 —5 0 —7 
x ' 5 1 
Esta é a representação analítica de uma reta que passa por (0, — 3º7 3) 


e tem parâmetros diretores 3, — 5, — 7. 


RETA NO ESPAÇO 203 


10. Escrever, na forma paramétrica, as equações da interseção dos planos 
dr +3y—42+7=0 e z+6+22-6=0. 


SoLuUçÃo. Eliminando y e z, sucessivamente, entre as equações dadas, 


obtemos 
-2+4=0 e zv+3y—-1=0. 


Igualando os valores de x nas duas equações, vem 


Se agora igualarmos essas razões a um parâmetro t, obteremos a forma para- 
métrica das equações da reta dada: 


x = 6, p=5—%, 2=2+3!. 


11. Achar as equações dos planos projetantes da interseção dos planos 


2x + 3y — 52 +6=0, 
32 — 2y + 2-8 =0. 


SoLUÇÃO. Para determinar os planos projetantes, eliminamos z, y € x, suces- 
sivamente, entre as duas equações. Obtemos 17x — 7y — 34 = 0, 13x — 72 — 
— 12 =0 e 13y — 172434 =0, planos projetantes da reta sôbre zy, xz e yz, 
respectivamente. 


12. Escrever as equações da reta que passa por (1, — 2, 2), com ângulos 
diretores de 60º, 120º e 45º. 


SoLUÇÃO. VUtilizemos a forma simétrica 


z— TI y—u z—a 











cos à cos 8  cosy 
para obter é 
2-1  vt+2 2202 ai t>1 yv+2 (2-2 di 
cos 60º cos 120º cos 45º 1 ns 2 
2 2 2 


g-1l qY+2 2-2, 





13. Escrever as equações da reta que passa por(— 2, 1,3) e (4,2, — 2). 
SoLUÇÃO. Utilizemos a “forma dos dois pontos” 














LE sh asa 
To — qm y2— t2— 2 
para obter 
2 -— 1 — -— 1 — 3 
z + y RE aii Z+2 3 202 


149" 92=1" 0-3 6 1 5 
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14. Achar as equações da reta que passa por (1, — 3, 4) e é perpendicular ao 
plano « — 3y + 22 = 4. 


SoLuçÃão. Os parâmetros diretores da reta são, 1, — 3, 2, o que nos autoriza 
a escrever as equações pedidas 


g-1 ayY+3 2-4 
1 -— 3 2º 








ou 32x+7y=0, 2y+3z2 —-6=0. 


15. Achar a equação do plano que contém as retas 


s=1 ytI 2-2 E s-=1 y+1l 2-2. 
4 2 3 54 3 











Note-se que as retas se cortam no ponto (1, — 1, 2). 


SoLUÇÃO. VUtilizemos a equação 4x + By+Cz+D=0. Secada reta 
pertence ao plano, é perpendicular à normal ao plano. Podemos, pois, escrever 


44 +2B +30 =0, 
54 +4B +30 =0. 


Também o ponto (1, — 1, 2) pertence ao plano. Por isso, 
A-B+2C4+D=0. 


Como temos quatro incógnitas e sômente três equações, determinaremos 
três delas em função da quarta. 


Determinemos 4, €, D em função de B: 4A=-2B,C=2B, D=-B. 


Substituindo êstes valores na equação geral e dividindo ambos os membros 
por B, obtemos 2x — y — 22+1 =0. 


PROBLEMAS PROPOSTOS 


1. Determinar as coordenadas do ponto da reta 


(a) 2x—-y+2—-5=0, v+2y—-22-5=0, para 2 = 1. 
Resp.: (3,2, 1). 

(b) 42 —-3y +22 —-7=0,24+4y-—2z-—5=0, para y =2. 

Resp.: (7/6,2, 25/6). 

z-2 E v+4 =. 2 1 
3 — 2 2 

Resp.: (3, — 14/3, 5/3). 





(c) 


, para 7 =3. 


(d) 2x =3y— 1,32 = 4 — 2y, para 7 = 4. 
Resp.: (4,3, — 2/3). 
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(e) v=4-3,y=-1+4,2z=2U-3, para t=3. 
Resp.: (— 5, 11, 3). 
2. Determinar os pontos em que cada uma das seguintes retas fura os planos 
coordenados. Representar graficamente, as retas unindo dois de seus traços. 


(a) x—-2y+2=0, 3J3x+y +22 =7. 
Resp.: (2, 1, 0), (7,0, — 7), (0, 7/5, 14/5). 
(6) 2z—-y+32+1=0,57+4y—-z—6=0. 


2 17 17 2 
Resp.: (3 13º 0), (1, 0, E 1), (0, 1º 11 . 





oi arc is 


Resp.: (13, 3,0), (7,0, 3), (0, — 7/2, 13/2). 
(d) 2x+4+3y—-2=0,y—-32+4=0. 
Resp.: (7, — 4,0), (1, 0, 4/3), (0, 2/3, 14/9). 
() z+2y—-6=0,2=4. 
Resp.: (6, 0, 4), (0, 3, 4). 
3. Determinar os parâmetros diretores e os co-senos diretores das retas: 


(a) 3x+-y—-z—-8=0,42—-Ty—-3z+4+1=0. 
E 
v30 430 30 
(b) 2x-3y+9=0,27x—-y+48z2+411=0. 
abr do 
v53 53 vB 
(co) 3x—4y+22-7=0,22x4+-y+32—-11=0. 

14 5 E 
3,38 338 338 
(d) x-y+22-1=0,22x—-3y— dz —7=0. 

o O cet, 
203 203 208 
(e) 3x —- 2y+2+4=0,27+2y —-z—-3 =0. 

1 2 


Resp.: 0,1,2;0, Ao E ; 


4. Determinar o ângulo agudo formado pelas retas 


Resp.: 2, — 1,5; 


Resp.: 6,4, —1; 


Resp.: 14,5, — l; 





Resp.: 11,9, — 1; 


x-2Qy+2-2=0, 2y—-z-1=0 e 
s-2y+t+2z—-2=0, v—-2y+22—-4 =0. 
Resp.: 78º27,8'. 
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5. Determinar o ângulo agudo entre as retas 


t-=1 y+2 2-4 K t+2 43 2+4 
6 -3 06 3 6-2 


Resp.: 79º 1”. 





6. Determinar o ângulo agudo formado pelas retas 
q —2 =Y +2 .2— 4 
7 6 — 6 











2z+2y+2-4=0,72-3y+22=0 e 


Resp.: 49º 26,5". 
2+1 E y-l = 2-3 
3 6 — 6 








7. Determinar o ângulo agudo da reta com O 


plano 2x —- 2y +2—-3=0. 
Resp.: 26º 23,3". 


8. Determinar o ângulo agudo formado pela reta que liga os pontos 
(3, 4,2), (2, 3) — 1) com a reta que liga os pontos (1, — 2,3), (—2, — 3, 1). 
Resp.: 36º 19”. 
— 1 v+2 2—3 
Lo 2 "a 
6x+7y —5z—-8 =0. 





é paralela ao plano 








9. Provar que a reta 


10. Escrever as equações da reta que passa pelo ponto (2, 1, — 2) e é per- 
pendicular ao plano 3z — 5y 422 + 4 =0. 
g-2 (vol (2+2. 
3 — 5 2 





Resp.: 
ll. Escrever as equações da reta que passa por 


(a) (22) — 1, 3) e é paralela ao eixo dos z. 
Resp: v+1=0,72-3=0. 


(6) (2, — 1, 3) e é paralela ao eixo dos y. 
Resp: 7x—-2=0,2-3=0. 


(co) (2) — 1, 3) e é paralela ao eixo dos z. 
Resp.: v-2=0,y+1=0. 


(d) (2, rd 3), cos «q de cos 8 as 





2 3 
 AD2  y+H1I 2-3. 
Resp.: “3 2. E 


12. Escrever as equações da reta que passa pelo ponto (— 6, 4, 1) e é 
perpendicular ao plano 3z — 2u + 52 +8 = 0. 
Resp.: 2x+4+3y=0,5y +22 —-22 =0. 


13. Escrever as equações da reta que passa pelo ponto (2, O, — 3) e é per- 
pendicular ao plano 2x — 3y 4 6 = 0. 
Resp.: 3rx+2y —-6=0,2+3=0. 
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14. Escrever as equações da reta que passa pelo ponto (1, — 2, — 3) e é 
perpendicular ao plano x — 3y +22 + 4 =0. 
Zg-—l v+2 2.2 + 3 


Resp.: E -3 2 





15. Escrever as equações da reta que passa pelos pontos (2) — 3, 4) e 
(5, 2, a 1). 


16. Escrever as equações da reta que passa pelos pontos 


(a) (1,2, 3)e(—2,3, 3). Resp: 2x+3y —-7=0,2=3 
(6) (—-2,2,;) —-3)e (2, — 2,3). Resp: z+ty=0,3y+22=0 
(co) (2,3, )e(2, —3, — 4). Resp.: vx—2=0,4y —32=0 
(d) (1,0,3) e (2,0, 3). Resp.: y=0,2=3. 


(e) (22 — 1,3) e (6, 7, 4) na forma paramétrica. 


4 8 1 
Resp.: sa=2tgqhy= A eg SR 


17. Escrever as equações da reta que passa pelo ponto (1, — 2, 3) e é para- 
lela a cada um dos planos 2: —- 4y+z—-3=0ezx+2y-62+4+4=0. 


18. Escrever as equações da reta que passa por (1, 4, —2) e é paralela a 
cada um dos planos 6x+2y+22+3=0e3r-—-5y-22-1=0. 
s>1 y—s E 2z+2. 
1003 — 6 











Resp.: 


19. Escrever as equações da reta que passa por (— 2, 4, 3) e é paralela à 
reta que passa por (1,3, )e (—2, 2, 3). 


Resp.: vx—-3y+14=0, y-z-—-1l=0. 
20. Escrever as equações da reta que passa por (3, — 1, 4) e é perpen- 
dicular às retas de parâmetros diretores 3,2, —4 e 2, —-3,2. 


Z2>3 .yv+tl 2-4, 


Resp.: 8 “4 “OB 


21. Escrever as equações da reta que passa pelo ponto (2, 2, — 3) e é per- 
pendicular às retas de parâmetros diretores 2, — 1,3 e — 1,2, 0. 
Resp: x-2y4+2=0,y+z+1=0. 


22. Escrever as equações da reta que passa por (2, — 2, 4), com ângulos 
diretores 120º, 60º e 45º. 


Z>2 (yt+2 (2-4 
“101005 








Resp.: 
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23. Escrever as equações da reta que passa pelo ponto (— 2, 1, 3), com ân- 


gulos diretores de 135º, 60º e 120º. 
Z+2 y-l 2-3 


o Wa 


24. Escrever as equações da reta que passa pelo ponto 


Resp. 


(a) (0, 2, — 1), com parâmetros diretores, 1, — 3, 4. 
a A EA, 

Resp.: RS 
(b) (— 1, 1, — 3), com parâmetros diretores 4 2, 3, — 4. 
z+1 = y-1 2+3. 

v7.0 3-4 

(c) (0, 0, 0), com parâmetros diretores 1, 1, 1. 

Resp.: t=y=az. 





Resp.: 


(d) (— 2, 3, 2), com parâmetros diretores 0, 2, 1. 
Resp.: zx+2=0,y—-22+1=0. 


(e) (1, — 1, 6) com parâmetros diretores 2, — 1, 1. 


Resp.: vx=22-11,y=-2z+65. 


4 1 
25. Provar que a reta x = a + — y=-— E — — é perpendicular 


àretaz-—-y-z-—-1=0,3%k% —4y —11=0. 
iz — 15 
26. Provar queasretasz +2y—-z-1l=027z+y+l=0e "5 — 


7 
= UA = = são perpendiculares entre si: 
27. Provar que as retas 32: — 2y +13 =0, y+3% —-26=0 e 


=> = —— são perpendiculares. 


28. Provar que as retas E? = s+E ar est+tsy+T=0, 


y + 32 — 10 = O são perpendiculares. 





29. Provar que as retas z —-2y42=0, 2y+244=0 e 

iz + 4y — 15 =0, y + 142 + 40 = 0 são perpendiculares. 
t—2 2Qy-?2 z- 

30. Provar que a reta “MO CO Lo 
dz — 8y + 22 — 8 = 0. (Nota — Basta provar que dois pontos da reta per- 
tencem ao plano; ou que um de seus pontos pertence ao plano e que ela é perpen- 
dicular a uma normal do plano). 








pertence ao plano 
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dl. DProvar quearetay —2745=0,2—- 3% — 4 = (0 pertence ao plano 
vz + 3y — 52 +35 =0. 


32. Provar que a reta x —-z—-4=0,y —2z2-—-3 =0 pertence ao plano 
2x +3y — 82-17 =0. 
q = 1 = v+2 2-3 


1 2 Z pertence ao plano 








33. Provar que a reta 
27 + 3y — 22 + 10 = 0. 


34. Determinar as coordenadas do ponto em que a reta 2x — y — 22 — 
— 5=0, 42:4+y432-1=0 fura o plano 8& —-y+z—-5=0. 
Resp.: (3/2, 4, — 3). 


35. Determinar o ponto em que a reta z=2+2,y=—-32+1 fura 
o plano 7x — 2y — 7 = 0. 
Resp.: (3, — 2. 1). 


36. Determinar o traço da reta E a A 





, no plano 


44 —2QW +2z—-3=0. 
Resp.: (1, 2, 3). 


37. Determinar o traço dareta x4-2y442-2=0, 21x+4+3y — 22+ 
+ 3 = 0 no plano 22x — y+ 42 +48 =0. 
Resp.: (— 4, 2, 1/2). 
38. Achar as equações da reta pertencente ao plano vz+3y —-z+4=0 
e perpendicular à reta x — 22 —-3 =0, y — 2z = 0 no ponto em que esta en- 


contra o plano. 
Resp.: 32:4+5y4+7=0,4r+52+1=0. 


39. Provar que os pontos (2, — 3, 1), (5, 4 - 4) e (8, 11, — 9) pertencem 
a uma linha reta. 


40. Determinar o ponto de interseção das retas 2x + y — 5 =0, 
gr+t+z—-14=0e7x-4y-7=0, 5744 — 35 =0. 
Resp.: (3) — 1, 5). 


41. Determinar o ponto de interseção das retas x — y —-2+8=0, 
brtytz+1i0=0e7r+y+2-2=0, 2 +y-32+9=0. 
Resp.: (— 3,3, 2). 


42. Determinar o ponto de interseção das retas x+5y-—-72+1=0, 
10x — 23y + 402: — 27 =0 com z-y+z+1=0,22+y-2+2=0. 
Resp.: (— 1/38, 148/38, 111/38). 
43. Determinar, na forma simétrica, a equação do lugar geométrico dos 
pontos equidistantes de (3, — 1,2), (4, — 6, — 5) e (0,0, — 3). 
T . yv+15)32 2z+ 19/32 . 


Resp.: 16 13 7 


44. Achar, na forma simétrica, a equação do lugar geométrico dos pontos 
equidistantes de (3, — 2, 4), (5,3, —2) e (0, 4, 2). 
z— 181 y 2+94 


Resp: 2 22 27 


CaríruLO 15 


SUPERFÍCIES 


Superfícies quádricas. A superfície definida pot uma equa- 
ção do segundo grau com três variáveis chama-se superfície quádrica 
ou conicóide. Uma seção plana qualquer de uma quádrica é uma 
cônica ou uma forma limite de uma cônica. 

A equação mais geral do segundo grau com três variáveis é da 
forma 
Axº + By? + C2 + Dry+ Exz4Fyz+tGr+Hy+4+Iz+K=0. 

Mediante uma rotação ou translação de eixos ou pelos dois movi- 
mentos simultâneamente, a equação geral pode ser convertida em 
um dos dois tipos: 


(1) Az? + By? + C2 =D 
(2) Az? + By? + Iz =0. 


Se nenhuma das constantes de (1) ou (2) fôr nula, a equação poderá 
ser escrita sob uma das duas formas: 


x? y? 2? 
(3) q Eh dao 

x y? Z 
(4) + a? SE po 


Agora (3) só pode representar três superfícies fundamentalmente 
distintas, cujas equações são das formas 
x? y* 2? x? y? 2? 


LrtSe=, É —-al, 


(5) a? Se b? c? a? + b? c? 
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Como tôdas as superfícies de (5) são simétricas em relação à 
origem, foi-lhes dado o nome de quádricas centradas. 

As duas superfícies representadas por (4) não são centradas. 

Esfera. Quando em = + E + fel, fazemos a = b=c, 
a equação toma a forma xº+ y + 2º = a?, que representa uma 
esfera com centro em (0, 0, 0) e raio a. 

Se o centro da esfera estiver situado em (h, k, 3) a equação 
tomará a forma 


(e hP+(y— +) = at, 
Elipsóide. Quando a, b, c são desiguais, a equação 


2 2 2 
= + a + a = | representa o 
caso geral. Quando a x b, mas 
b = c, temos um elipsóide de re- 


volução. (Fig. 148). 


Se o centro do elipsóide esti- 
ver em (h, k, 3), e seus eixos forem 
paralelos aos eixos coordenados, à 
equação assumirá a forma 





Co NR o 2 AR A) 
q? b? 


Se o centro fôr a origem, esta equação se transformará em 


x? 2 2? 
E pe a 
Hiperbolóide de uma fôlha. Quando apenas uma das variá- 
2 2 2 
veis da equação tem sinal negativo, como em = + E — E = 1, 


a superfície recebe o nome de hiperbolóide de uma fólha. (Fig. 149). 


Para a =», a superfície é o hiperholóide de revolução de uma 
fôlha . 

As seções paralelas aos planos xz e yz são hipérboles. As 
seções paralelas ao plano xy são elipses, exceto no hiperbolóide de 
revolução, onde as seções são circunferências. 
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Hiperbolóide de duas fôlhas. A equação 


representa um hiperbolóide de duas fólhas (Fig. 150). A equação tem 
analogia com a do elipsóide, mas duas variáveis são precedidas do 


era 
Es 


Fig. 149 — Hiperbolóide de uma Fig. 150 — Hiperbolóide de duas 
fôlha fôlhas. 





sinal menos. Para b =c, o lugar é uma superfície de revolução. 
As secções paralelas aos planos xy e xz são hipérboles. 


As seções paralelas aos pianos yz são elipses, exceto no hiperbo- 
lóide de revolução, onde as seções são circunferências. 


Parabolóide elítico. É o lugar geométrico de uma equação 
x? y? 
da forma E + w 2cz. A seção 


por um plano z = k é uma elip- 
se, cujos eixos crescem à proporção 
que o plano secante se afasta do 
plano xy (Fig. 151). Para c>o0, 
a superfície se situa inteiramente 
acima do plano xy. 





Para c < 0, a superfície se si- 
tua inteiramente abaixo do plano xy. 


As seções por planos paralelos aos planos xz ou yz são pa- 
rábolas. 


Para a = b, o lugar é uma superfície de revolução. 
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Parabolóide hiperbólico. É o lugar geométrico de uma 
equação da forma 
DE DO do 
q cz, (c>0). 

A seção por um plano z = k, para k > 0, é uma hipérbole, cujos 
eixos transverso e conjugado são paralelos aos eixos dos x e dos y, 
respectivamente, e crescem com k. (Ver Fig. 152). Para k< 0, os 
eixos transverso e conjugado são paralelos aos eixos dos y e dos £, 
respectivamente. Para k = 0, o traço é o par de retas. 


a q 
A seção por um plano y = k é uma parábola de concavidade 
voltada para cima e a seção por um plano x = k é uma parábola de 
concavidade voltada para baixo. 





Fig. 152 — Parabolóide hiperbólico. Fig. 153 — Cone circular 
reto. 


Cone circular reto, 1º +y — ctz? =0. 


Êiste lugar geométrico pode ser considerado como superfície de 
revolução gerada por uma reta y = kx, que gira em tôrno do eixo 
dos 2. 


Uma seção horizontal qualquer por um plano paralelo a xy 
é uma circunferência. Uma seção qualquer por um plano paralelo 
a yz ou à vz é uma hipérbole. 


Superfície cilíndrica. Uma superfície cilíndrica é gerada 
por uma reta que se desloca em contacto com uma curva fixa e per- 
manece paralela a uma reta fixa. A curva denomina-se diretriz da 
superfície e a reta móvel é a geratriz da superfície. 
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Uma superfície cilíndrica, cuja geratriz seja paralela a um dos 
eixos coordenados e cuja diretriz seja uma 
curva no plano coordenado perpendicular 
à geratriz, tem a mesma equação que a di- 
retriz. 


Se a diretriz fôr a elipse 
x? y? 


a tao» 


a equação do cilindro também será, 


apo 





PROBLEMAS RESOLVIDOS 


1. Achar a equação da esfera de centro em (— 2,1, — 3) e raio 4. 
SoLuçÃão. Substituindo as coordenadas em 


(r-hP+(y-k)+(2—-j) =), 
G+MBHMY-II+HEA+I = 42, 


obtemos 


Desenvolvendo e grupando convenientemente os têrmos, 
2t+yt+2tr+4s—-QW +66 -—-2=0. 

2. Determinar a equação da esfera de centro em (3, 6, — 4), tangente ao 
plano 2x — 2y —z — 10 = 0. 

SoLuçÃão. Calculemos o raio: 

2X3-2xX6-1(-4)-10 
3 

Portanto, a equação pedida é 

(2-3 +(y-60+(2+4) = 160uzº+y +27) — 6x — 12y + 82 + 45=0, 


3. Achar a equação da esfera que passa pelos pontos (7,9, ) (— 2, — 3, 2), 
(1, 5, 5) e (— 6, 2, 5). 


SoLução. VUtilizemos a equação 2º +y +22 +Gz+Hy+Iz+K=0. 
e substituamos nela, sucessivamente, as variáveis pelas coordenadas dos quatro 
pontos. 


G+9MH+ I+K= 13 
-2G-3H+U+K=— 17 

G+SH+A5+K = — 5] 
-6G+2MH+5+K=— 65. 
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Resolvendo estas quatro equações simultâneamente, obtemos 
G=8H=-14][=18eK=-79. 
A substituição dêsses valores na equação geral fornecerá a equação pedida 


2 +y +22 +87 — 14y + 182 — 79 =0. 


4. Determinar as coordenadas do centro e o raio da esfera 


2r+y+Z2 —-6r+44y-—I = 15. 


SoLução. Completemos os quadrados dos têrmos em x, y e z separada- 
mente e comparemos com 


(r-h:+(y—-k)+(2—3) = a? 


GH AAAA ERA q= o, 


ou 
E-DPHWUA He SRD 


11 
A esfera tem centro em (3, — 2, > e raio e 


5. Achar o lugar geométrico descrito por um ponto, cujas distâncias a 
(- 2,2, -2e(3, — 3,3) verificam a razão de 2: 3, em valores absolutos. 


SOLUÇÃO. 
Ve +W+ty- PH + 2. 
Very +rare- 3 
Elevando ao quadrado, multiplicando entre si os extremos e os meios, para 
então grupar vs têrmos, obtemos 


2 +y+2 + 127 — 12y +12 =0. 
que representa uma esfera com centro em (— 6, 6, — 6) e raio 648. 


6. Discutir e representar por um esbôço a superfície 
2 2 2 


EO ad a 
2 Ti fg 


SoLuçÃão. A superfície é simétrica em relação a cada plano coordenado e 
à origem. 

As coordenadas à origem são + 5, sôbre o eixo dos x; + 4, sôbre o eixo dos 
y e +3, sôbre o eixo dos 2. Vejamos a Fig. 155. 


2 2 
O traço no plano zy é a elipse E + + = 1, com semi-eixos, 5 e 4. De 


maneira análoga, verificamos que os traços nos planos zxz e yz são elipses também. 
O lugar geométrico é um elipsóide. 
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Fig. 155 


7. Completando os quadrados em relação a x, y e z, provar que a seguinte 
equação representa um elipsóide. Localizar o centro e determinar os compri- 


mentos dos semi-eixos. 
27º +3y +2º —87r+4-6y — 42 —-3 =0. 
SOLUÇÃO. 
Q(2 42 4+)+IMPAYWAD+(Z —-4M4+)=34+484344=18, 


EE 2(r-2)+3(y +1P+(2— 2) = 18. 


Dividindo os membros por 18, obtemos 


Q-22 VAI go 
q SRS 


, 


que representa um elipsóide de centro em (2, — 1, 2) e semi-eixos 3 V6 e3v2. 


8. Provar que o lugar geométrico gerado por um ponto, que se desloca de 
modo tal que a soma de suas distâncias a (2, 3, 4) e (2, — 3, 4) permanece igual 
a 8, é um elipsóide. 


Determinar o centro e os comprimentos dos semi-eixos. 


SOLUÇÃO: 


vVte-2B+(y-o3B He va-DAYy+HIA (E —4) =8 
(r-22+(y-3)+(2—-42=8-vV(r-2)+4+(y+3)+ (2 — 4). 


ou 


Elevando ao quadrado e grupando convenientemente os têrmos, vem 


3%y +16=4V(1-2)+(y+32+(2— 4) 


Elevando novamente ao quadrado e grupando convenientemente os têrmos, 
167? + 7yº +1 62º — 647 — 1282 + 208 = 0. 
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Completados os quadrados dos têrmos em x, y e z, a última equação se trans- 
forma em 


(G=2" (= 0P 4 (=. 
O 


que representa um elipsóide de revolução com centro em (2, 0, 4) e semi-eixos 


7 4, 7. As seções da superfície, paralelas ao plano zz são circunferências 


9. Determinar a equação do elipsóide que passa pelos pontos (2, 2, 4), 
(O, O, 6), (2, 4, 2) e tem como planos de simetria os planos coordenados. 


2 2 
E RR z . 
SoLUÇÃO. T'omemos a equação ai + = + ] = | e substituamos 2, 


y e z pelas coordenadas dos pontos dados. 


Segue-se então 


36 4 16 4 
=], e Fr Rr 
Resolvendo em relação a a”, b? e c?, obtemos a? = 9, b? = 36 e c* = 36. 
Substituindo, vem 


2 2 2 


e Da 2 21452 — 
o Tag Ta 1, ou 47º +y +2 36. 
2º uy 52 
10. Discutir e esboçar o lugar geométrico de 9 + E eo 1. 


SoLUÇÃO. A superfície é simétrica 
em relação a cada um dos planos coorde- 
nados e à origem. 


As abscissas e ordenadas à origem 
são +3e + 2, respectivamente. Não 
há cotas à origem. 


As seções por planos z = k são eli- 
pses com centros sôbre o eixo dos 2. Os 
eixos dessas elipses crescem a proporção 
que o valor absoluto de k também cresce. 


As seções da superfície por planos 
paralelos aos planos xz e yz são hipér- 
boles. 





Fig. 156 


O lugar geométrico discutido 4 um 
hiperbolóide de uma fôlha. Veja-sea Fig. 156. 


11. Completando os quadrados dos têrmos em x, y e z, determinar a natu- 
reza da superfície representada pela equação 


37º + 4yº — 22º + 6x — 16y + 82 = 13. 
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SOLUÇÃO. 
3(2 +22 +D4+4(y" —-4y + 4)—-2(2 — 42 4+449)=13+11=24, 


ou 
(x + 1? 4 (y— 2)? (2-2) 
8 6 jo” “e. 


Trata-se de um hiperbolóide de uma fôlha com centro em (— 1, 2, 2) e eixo 
paralelo ao eixo dos z. As seções por planos paralelos ao ry são elipses. As 
seções por planos paralelos aos planos 
xz e yz são hipérboles. 


12. Discutir e esboçar o lugar geo- 
métrico de 


SoLUÇÃO. A superfície é simétrica 
em relação a cada um dos planos coorde- 
nados e à origem. 





Suas abscissas à origem são + 3. 
Não há ordenadas nem cotas à origem. 

As seções da superfície por planos paralelos a xy e zxz são hipérboles. As 
seções por planos paralelos ao yz são elipses. 


Fig. 157 


Trata-se de um hiperbolóide de duas fôlhas, representado na Fig. 157. 


13. Completando os quadrados dos têrmos em x, y e z, determinar a natu- 
reza do lugar, representado pela equação 


27º — 3y? — 22º — 87 4 6y — 122 — 21 = 0. 
SOLUÇÃO. 


2(2 — 42 4+9)-3(y" —-24+D)-2(2 4+62+9)=8 


ou 
(c—-2) (4v>1) (2+3) 


a a 0 


representação analítica de um hiperbolóide de duas fôlhas com centro em (2, 1, —3) 
e eixo transverso paralelo ao eixo dos z. 


14. Achar a equação de um lugar geométrico tal, que a diferença das dis- 
tâncias de cada um de seus pontos a (— 4,3, 1) e (4,3, 1) seja igual a 6. 


SOLUÇÃO. 


VErru rem -vE- ru Mi ru-it=s, 


ou 


Ve +rry-3+rae-I)=6+ Va -4P4+(y 34 (2 — A 
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Elevando ao quadrado e grupando os têrmos convenientemente, vem 
42 —9=3V(z-42+(y-3L + — A 
Elevando, outra vez, ao quadrado e grupando convenientemente os têrmos, 
7x? — 9yº — 92º + 54y + 182 = 153. 


Completando os quadrados dos têrmos em z, y e z, obtemos 
———U- Dn —— al, 


que representa um hiperbolóide de duas fôlhas com centro em (0, 3, 1) e eixo trans- 
verso paralelo ao eixo dos x. (Como as seções paralelas ao plano yz são circun- 
ferências, a superfície é um hiperbolóide de revolução de duas fôlhas. 


15. Determinar a equação do lugar geométrico dos pontos cujas distâncias a 
(2, — 1, 3) valem o dôbro de suas distâncias ao eixo dos x. 


Soução. Ve-WY+r+y+IP+H(e—-3L=2Vp +. 
Elevando ao quadrado e grupando os têrmos convenientemente, 

Z — 3y" — 32º — 47 4 2y — 62 = — 14. 
Novamente completando os quadrados, obtemos 


(e-22-3(y-132-3(2+1) = —a40/3, 


ou 
W=18) C++ G-2) 1 
Oo 4 o 
9 9 3 


que representa um hiperbolóide de revolução de uma fôlha, em tôrno do eixo 
dos x, com centro em (2, 1/3, — 1). 


16. Discutir e esboçar o lugar geométrico de yº + 2º = 443. 


Fig. 158 


SOLUÇÃO. À superfície é simétrica em relação aos planos zz e xy e em 
relação ao eixo dos x. 


220 GEOMETRIA ANALÍTICA 


As coordenadas à origem são nulas. 


Os traços são, respectivamente, o ponto caracterizado por y- + 2º =0 
(circunferência de raio nulo) e as parábolas 2? = 4x e y” = 4%. 


Como x não pode receber valores negativos a superfície se situa inteiramente 
à direita do plano yz. As seções por planos paralelos ao yz são circunferências. 

As seções por planos paralelos aos planos zy e zz são parábolas. Essa 
superfície é o parabolóide de revolução representado na Fig. 158. 


17. Achar a equação do parabolóide de vértice, na origem com eixo OZ, 
e que passa pelos pontos (3,0, 1) e 
(3, 2, 2). 


SoLUÇÃO. Utilizemos a equação 


Ax* + By? = Oz. 


Substituindo as variáveis pelas co- 
ordenadas dos pontos dados, obtemos 


(D) 94+40B=C, ou 94 =C0 
(2) 9A+4B=20. 





Resolvendo êste sistema, encontramos 


A =C/9, B = CJ4. 


Fig. 159 


Da substituição dêstes valores em Az” + By” = Cz resulta a equação pro- 
2 2 
curada 47º + 9yº = 362 ou s + E = E que representa um parabolóide elf-. 


tico. A Fig. 159 é o esbôço pedido. 


18. Achar a equação do lugar geométrico gerado por um ponto, cujo qua- 
drado da distância ao eixo dos x é sempre o triplo de sua distância ao plano yz. 


SoLução. Representemos o ponto por (x, y, 2). Temos yº + 22? = 3x. 
Esta superfície é um parabolóide de revolução, simétrico em relação ao eixo 
dos z. 


19. Completando os quadrados dos têrmos em z ey, localizar o vértice do 
parabolóide elítico. 3x” + 2yº — 122 — 6x + 8y — 13 = 0. 


SOLUÇÃO. 
3(2º —- 22 +D+2(y2+4y+4) = 12 +13 +11 = 122424. 


ou 
S(x-)"+2(y+2 =12(2+92), 
ou 
(x — 1)? pU+2y a Ses: 
4 6 1 


O vértice está situado em (1, — 2, — 2). 


4 
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20. Discutir e identificar a superfície: 97º — 4y? = 362. 


SoLução. A superfície é simétrica em relação aos planos xz e yz e ao 
eixo dos z. 


As coordenadas à origem são nulas. 
Para z = 0, o traço sôbre o plano xy é o par de retas concorrentes 
9? — 4y") =00u3x+4+2y =0€e37—2y = 0. 


Para y = 0, o traço sôbre zz é a parábola 97º = 36z ou a? = 47. Esta 
parábola tem vértice na origem e sua concavidade é voltada para cima. 


Para x =0,o traço sôbre yz é a parábola — 4yº = 36z ou y' = — 97. 
Esta parábola tem o vértice na origem, mas sua concavidade é voltada para baixo. 


As seções da superfície por um plano z = Kk são hipérboles. Para valores 
positivos de k, o eixo transverso da hipérbole é paralelo ao eixo dos x. Para k 
negativo, o eixo transverso da hipérbole é paralelo ao eixo dos y. As seções para- 
lelas ao plano zz e as paralelas ao plano yz são parábolas. 


O lugar considerado é um parabolóide hiperbólico. 

21. Achar a equação de um parabolóide de vértice em (0, 0, 0) e eixo OY, 
que passa pelos pontos (1, — 2, D)e(—3, — 3, 2). 

SoLução. Sirvamo-nos da equação 4xº + Czº = By. Substituindo as va- 


riáveis pelas coordenadas dos dois pontos, resulta 


A+C=-—-2B 
94 +40 = — 3B. 


Resolvendo êste sistema, obtemos 4 = Be C= -—-3B. 
Substituamos êstes valores em 4 e C e dividamos a equação resultando por B. 


Teremos então xº — 32? = y, que representa um parabolóide hiperbólico. 
22. Discutir e representar graficamente a superfície cônica 
2y? + 322 us g? = (0. 


SoLUÇÃO. A superfície é simé- 
trica em relação a cada um dos planos 
coordenados e à origem. 


Ar coordenadas à origem são 
nulas. 

Para x = 0, o traço no plano ys 
é um ponto (Fig. 160). 

Para y = 0,0 traço sôbre xs é 

303 

o par de retas concorrentes 32º — x” m () Fig. 160 
ouzV3 +27=0,z v3 — 3 = (), 

Para z = 0, o traço sobre xy é o par de reta concorrentes 2y* — 7º m () 
ouyvV2+27=0, vv2-2=0, 
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As seções da superfície por planos tais como x = k serão elipses, para todos 
os valores de k diferentes de zero. 


As seções da superfície por planos paralelos aos planos xy e zz serão hipér- 
boles. 


23. Um ponto se desloca de modo que sua distância ao eixo dos y é sempre 
o triplo de sua distância ao eixo dos z. Achar a equação do lugar geométrico 
gerado pelo ponto. Identificar a superfície. 


SOLUÇÃO. 


vVait2=3V2+7y ou 22422 =97º +49)? 
ou 87º + 9yº — 2º = 0. 


À superfície é um cone com vértice na origem. O eixo do cone é o eixo dos z. 


24. Esboçar o lugar geométrico de 47º + 9yº = 36. 


SoLUÇÃO. A superfície é um cilindro de geratrizes paralelas ao eixo dos z, 
tendo por diretriz a elipse 47º + 9yº = 36. Veja-se a Fig. 161. 





Fig. 161 Fig. 162 


25. Determinar a equação da superfície de revolução gerada pela elipse 
zº + 42? — 16 = O em tôrno do eixo dos 2. 

SoLuçÃo. Seja P (x, y, 2) um ponto qualquer da superfície. 

Tiremos por P uma perpendicular ao plano xy. 

No triângulo retângulo ABP, temos AB = y, BP = az. 

Façamos 4P = y'; então yº + 2? = y'?. Mas, segundo a equação da elipse, 
2º = 16 — 4y'2. Substituindo, temos 2º = 16 — 4(yº+2z”) ou 2º + 4y” + 427º = 
= 16, que representa um elipsóide de revolução, em tôrno do eixo dos x (vide 
Fig. 162). 


26. Achar a equação da superfície de revolução gerada pela hipérbole 
2º — 22? = 1 em tôrno do eixo dos z. 


| SoLução. Seja P, (71, 0, 21) um ponto qualquer da hipérbole e P"(0, 0, 21) 
sua projeção sôbre o eixo dos z. Quando a hipérbole gira em tôrno do eixo dos 
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2, o ponto P; gera uma circunferência de centro em P” e raio igual a P'P, (Fig. 
163). Seja P (x, y, 2) um ponto qualquer desta circunferência e, por conseguinte 
com ponto qualquer da superfície pedida. 


Como 2; =ze P'P, = P'P, temos 
n=v(1—-02+(y-02+(2—-2n2=V272+ py 


Na equação da hipérbole x)? — 22)? = 1, façamos mn = Vi +yez mg; 
obteremos xº + yº — 22º = 1, que representa um hiperholóide de uma fôlha. 





Fig. 163 Fig. 164 


27. Achar a equação da superfície de revolução gerada pela reta 
2x + 3y = 6 em tôrno do eixo dos y. 

SoLução. Seja P4 (z1, y1, O) um ponto qualquer da reta e P' (0, y, 0) sua 
projeção no eixo dos y. Quando a reta gira em tôrno do eixo dos y, o ponto P1 
gera uma circunferência de centro em P' e raio P'P,. Seja P (x, y, 2) um ponto 
qualquer dessa circunferência e, por conseguinte um ponto qualquer da superfície 
pedida. (V. Fig. 164). 

Como y =ye P'P,; = P'P, temos z; = V'2º + 22. 

Na equação da reta 2x7, + 3y, = 6, façamos z; = Vr +27 e vi = y; obte- 
remos 22! + 2º + 3y = 6. Simplificando-se esta equação se reduz a 42º — 
— 9(y — 2) + 42 = 0, que representa um cone de vértice em (0, 2, 0). 


PROBLEMAS PROPOSTOS 
1. Achar as equações das esferas definidas pelas seguintes condições: 
(a) Centro (2, — 1, 3), raio 4. 


Resp.: 22 +y +2—-42+2y —-62—-2=0. 


(b) Centro (— 1, 2, 4), raio v'13. 
Resp: 2+y+2+2x—-4y—-82+8=0. 

(c) O segmento que une (6,2, — 5) e (— 4,0, 7) é um diâmetro. 
Resp: 2 +y +22 —-27—-2y—22 — 59 =0. 
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(d) Centro (— 2, 2, 3); passa pelo ponto (3, 4, — 1). 
Resp: 2 +y +2?+47—4y —6z — 28 =0. 

(e) Centro (6, 3, — 4); tangente ao eixo dos 2. 
Resp: 2 +y'+2º-— 124 —-6y+82+36=0. 


2. Achar as equações das esferas definidas pelas seguintes condições: 


(a) Centro (— 4, 2, 3) e tangente ao plano 2x — y — 22 +47 =0. 
Resp: 2 +y +2º487 —4y — 62+20 =0. 

(b) Centro (2) — 3, 2) e tangente ao plano 6x — 3y + 22 — 8 = 0. 
Resp.: 497º + 49y? + 497º — 196x + 294y — 1962 + 544 = 0. 

(c) Centro (1,2, 4) e tangente ao plano 3x — 2y + 42 — 7 =0. 
Resp.: 297º + 29yº 4 292º — 587 — 116y — 2322 + 545 = 0. 

(d) Centro (— 4, — 2, 3) e tangente ao plano yz. 
Resp.: 2 +y +22 +81+44y-—62+13=0. 

(e) Centro (0, 0, 0) e tangente ao plano 9x — 2y + 62 + 11 = 0. 
Resp: 2+y+2=hl. 


3. Determinar a equação da esfera definida pelas seguintes condições: 
(a) Passa pelos pontos (1, 1, 1), (1,2, 1), (1,1, 2 e (2, 1, 1). 
Resp: 2 +y +22 —-3Jk—3y—-32+46=0. 
(b) Passa pelos pontos (2, 1,3),(3 —-2D),(-4 1 De(l,1, —3). 
Resp.: 5lzx” + 5ly? + 512º + 457 + 37y — 332 — 742 = 0. 
(c) Passa pelos pontos (1, 3, 2), (3,2, — 5), (0,1, 0) e (0, 0, 0). 
Resp.: 11x? + 11yº + 112º — 1274 — 11y 432 = 0. 


4. Determinar as coordenadas do centro e o raio da esfera 


(a) 2? +y +22 —-2 +4y—-6 +8=0. 
Resp.: (1, —- 2,3), r= 6. 

(b) 37º + 3yº + 32º — 8x + 12y — 102 + 10 = 0. 
Resp.: (4/3, — 2, 5/3) r = NV47/3. 

(co) 2+y+2+4 —6y +82 +29 =0. 
Resp.: (—-2,3, — 4), r=0. 

(d) 2 +y+2º—-6r+4+2y —2 +18 =0. 
Resp.: Não existe lugar geométrico. 


5. Achar a equação da esfera tangente aos planos x — 22 — 8 =0e 
2z — 2 +45 = 0 e que tem o centro na reta 7 = —2,y=0. 
Resp: 2 +y +2º+41+6+49/5=0, 
ty +24 4 +22 + 481/5=0. 


6. Achar a equação da esfera que passa pelos'pontos (1, — 3, 4), (1, — 5, 2) 
e (1, — 3, 0) e tem o centro no plano 7 + y + 2 = 0. 
Resp.: 24 y+2º—-21+4+6y — 424 10 =0. 


7. Um ponto se desloca de modo que a soma dos quadrados de suas distân- 
cias aos planos «+ 4y +22 =0,2x-y+2z=0€e2z+y-3 = 0 se mantém 
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igual a 10. Achar a equação do lugar geométrico. 
Resp.: 2º +yº +2º «= 10. 


8. Determinar a equação do lugar geométrico dos pontos, cujas distâncias 
a(l,1l,-2De(— 2,3, 2) estão na razão de 3: 4, em valor absoluto. 
Resp.: 727º + 7y? + 72º — 68x + 22y + 1002 — 57 = 0. 


9. Discutir e esboçar cada um dos elipsóides: 
(a) 257º + 16y? + 42º = 100. (d) 22 + 4yº + 42º — 127 = 10. 
(b) 42º + y' + 92º = 144, (e) 22 +4yº +92 = 36. 


= as “ar 
(c) 872 +2yº + 92º = 144. (J) eu al 


10. De cada uma das seguintes equações deduzir as coordenadas do centro 
e os comprimentos dos semi-eixos. 


+ 


(a) 2º + 1642 + 2º — 47 + 32y = 5. 
Resp.: (2, — 1,0), 5, 5/4, 5. 
(b) 372º +y' +22 +37+3y+442=0. 
Resp: (— 1/2, — 3/2, — 1), N'15/3, 5, V'10/2. 
(co) 2 +4y +27 — 47 —-8y+82+415=0. 
Resp: (2,1, —4),3, 3/2 3. 
(d) 37º + 4yº + 2º — 127 — 16y + 42 = 4. 
Resp.: (2,2, —-2), 23,3, 6. 
(e) 42º + 5y" + 32º + 127 — 20y + 242 477 = 0. 
Resp.: (— 3/2, 2, — 4). Ponto. 


ll. Deduzir a equação do elipsóide típico (centro na origem, eixos paralelos 
aos eixos coordenados), que passa pelos pontos dados. Utilizar a forma 
Ax* + By? + (2º = D. 


(a) (2, e. 1, 1), (— 3, 0, 0), (1, ser 1, E 2). 
Resp.: 2º +4y + 27º = 9. 
6) (43, 1,1) (1, 3 1, (>1, —1, 45). 
Resp.: 27º +2y' 42º = 9, 
(c) (22,2, (3,1, 3), (—2,0, 4). 
Resp.: 27º +3y' +2º = 24. 
(d) (1, 3, 4), (3, 1, — 2 2), revolução em tôrno do eixo dos 2. 
Resp.: 29 +y! + 27º = 927. 


12. Um ponto se desloca de modo que a soma de suas distâncias a (0, 3, 0) 
e (0, — 3, 0) permanece igual a 8. Achar a equação do lugar. 
Resp.: 167º + 7yº + 162º = 112. 


13. Um ponto se desloca de modo que a soma de suas distâncias (3, 2, — 4) 
e (3, 2, 4) é sempre 10. Achar a equação do lugar geométrico. 


asa 2 — 932 — 0) 
Rg am 
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14. Um ponto se desloca de modo que a soma de suas distâncias a (— 5, 0, 2) 
e (5, 0, 2) é sempre ue a 12. Achar a-equação do lugar. 


— o 
Resp: 4 t2. 1. 
15. Determinar o pn geométrico dos pontos cujas distâncias ao plano 
yz são sempre iguais ao dôbro das distâncias ao ponto (1, — 2, 2). 
Resp.: 37º + 4y* 4 42º — 8z + 16y — 16z + 36 = 0. 


16. Determinar o lugar geométrico dos pontos cujas distâncias a (2, — 3, 1) 
são sempre iguais a 1/4 de suas distâncias ao plano y + 4 = 0. 
Resp.: 162º + 15yº + 162? — 64x + 88y — 32z + 208 = 0. 
17. Determinar o lugar geométrico dos pontos cujas distâncias a0 eixo dos 


z são iguais ao triplo de suas distâncias a (2, 3, — 3). 
Resp.: 97º + 8y? + 82? — 36x — 54y + 542 + 198 = 0. 


18. Discutir e esboçar o lugar geométrico do hiperbolóide de uma fôlha 


2 2 


2? 


Mi VE a DR na 2 ) = 
(0) o o de (d) 16y2 — 367? + 92? = 144 
o yu 2 Po yo (24-13 
do dE do dra a th 


(c) 427º — 25y? 4 167? = 100 (DD) 9%) — x? + 47º = 36. 
19. Discutir e esboçar o lugar geométricó do hiperbolóide de duas fôlhas 


2 2 2 
Da DO q BR nas e “VM La 
(0) o o go” » (d) 47 201 
(b) 367º — 4y? — 97º = 144. (e) a — 97º — 167º = 144. 
(c) 25x? — 16y? — 422? = 100 (f) 422 — 7º — 9)? = 36. 
20. Determinar as coordenadas do centro e discutir a natureza de cada 
uma das seguintes quádricas. 


(a) 272 — 3y? + 42? — 87 — 6y + 122 — 10 = 0. 


Resp.: 2, — 1, — 5 ). Hiperbolóide de uma fôlha. Eixo para- 





lJelo a y'y. 
(b) 2 +2%)y—322 +47 —4y—-6z2—9D=0. 
Resp.: (— 2, 1, — 1). Hiperbolóide de uma fôlha. Eixo para- 
lelo a 2'z. 
(c) 27º — 3y* — 42? — 124 — 6y — 21 = 0. 
Resp.: (3, — 1, 0). Hiperbolóide de duas fôlhas. Eixo parale- 
lo a 2/2. 
(d) 4y" — 3x7? — 62º — 16y — 6x + 362 — 77 «= 0. 
Resp.: (— 1, 2, 3). Hiperbolóide de duas fôlhas. Eixo paralelo 
a yu. 
(e) 16yº — 97º + 42? — 36x — 64y — 247 = 80. 
Resp.: (— 2, 2, 3). Hiperbolóide de uma fôlha. Eixo paralelo 
a q'z. 
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(1) bz” — 97º — 15y” + 54x + 60y + 202 = 166. 
Resp.: (3, 2) — 2). Hiperbolóide de duas fôlhas. Eixo paralelo 
a 2'2. 
(9) 27º — y? — 32º — 8x — 6y + 242 — 49 = 0. 
Resp.: O ponto (2, — 3, 4). 
21. Determinar a equação do lugar geométrico dos pontos cujas diferenças 
entre as distâncias a (0, 0, 3) e (0, 0, — 3) dão sempre 4. 
Resp.: 52? — 47? — 4yº = 20. Hiperbolóide de duas fôlhas. Cen- 
tro na origem. 


22. Formar a equação do lugar geométrico dos pontos, cujas diferenças 
entre as distâncias a (2, — 3, 4) e (2, 3, 4) dão sempre 5. 


44yº — 1007? — 1002? + 4007 + 800z = 2275. 


Hiperbolóide de duas fôlhas. Centro (2, 0, 4). 


23. Achar a equação do hiperbolóide de uma fôlha que passa pelos pontos 
(4,2 N/ 3, 0)e(—-1,3,34 6/2), tem o centro em (0, 0, 0) e eixo de revolução 
sôbre y'y. 

Resp.: 27º — y? + 227º = 20. Hiperbolóide de revolução de uma 
fôlha. 


24. Determinar a equação do hiperbolóide de duas fôlhas de centro na 
origem e eixos sôbre os eixos coordenados, que passa pelos pontos (3, 1, 2), 


(2, 11, 3) e (6, 2, 4/15). 
Resp.: 32º? — 3º — 2y? -= 1. Hiperbolóide de duas fôlhas, eixo 


transverso ao longo do eixo dos z. 


25. Discutir e esbogar cada uma das superfícies. 


(a) 3272 +22? — 4y = 0. (e) 47º + 3yº — 122 = 0. 
(b) 22 +2yº — 62 = 0. (1) 422 — y? — 42 = 0. 
(co) y— 422 + 47 m 0. (9) 422 +y 4+2= 0. 

(d) 22 + 42º — 16y = 0. (h) 2 +) =8— 42. 


26. Achar a equação do parabolóide de vértice em (0, 0, 0) eeixo sôbre 2'z 
que passa pelos pontos (2, 0, 3) e (1, 2, 3). 
Resp.: 127º + 9yº — 16z = 0. Parabolóide elítico. 


27. Achar a equação do parabolóide com vértice na origem e eixo sôbre o 
eixo dos z, que passa pelos pontos (1, 0, 1) e (0, 2, 1). 
Resp.: 47º + y' — 42 = 0. Parabolóide elítico. 


28. Formar a equação do parabolóide com vértice em (0, 0, 0) e eixo supor- 
tado pelo eixo dos z, que passa pelos pontos (1, 2, 1) e (2, 1, 1). 
Resp.: xº + y' — 52 = O. Parabolóide de revolução. 
29. Determinar a equação do parabolóide com vértice em (0, 0, 0) e eixo 
em y'y, que passa por (1, 1, 1) e (3/2, 7/12, 1/2). 
Resp.: x? + 52º — 6y = O. Parabolóide elítico. 
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d0. Determinar a equação do parabolóide que contém a origem, é simétrico 
em relação ao eixo dos x e passa pelos pontos (1, 2, 2) e (2, 6, 8). 

Resp.: 2º — 2y* 4+ 4x = 0, parabolóide hiperbólico; 27º = z, cilin- 
dro parabólico. 

31. Achar a equação do lugar geométrico gerado por um ponto, sabendo 
que o quadrado de sua distância ao eixo dos z é sempre igual ao dôbro de sua dis- 
tância ao plano xy. 

Resp.: xº +yº — 22 = 0. Parabolóide de revolução em tôrno do 
eixo dos 2. 


32. Completando os quadrados, localizar o vértice do parabolóide. 


(a) 27º + 3yº — 8x + 124 +32 +23 =0. Resp.: (2, — 2, — 1). 


(b) 272 + 42º — 47 — 242 — y + 36 = 0. Resp.: (1, — 2, 3). 
(c) 32º + 5yº — 2x + 10y — 122 +21 =0. Resp.: (2, — 1, 2). 
(d) y" — 47º + 22 — 6y — 12246 =0. Resp.: (— 3/2, 3, —3). 
(e) 47º 432º — 4y + 122412 =0. Resp.: (0, 0, — 2). 


33. Discutir e esboçar cada uma das superfícies cônicas. 


(a) 22 + 2yº = 42º (e) 2x2 + 3y" —6(2— 4) =0. 
(b) 3x” + 2yº = 62º. 1) 2+2y —-4(443) =0. 
(co) 2 +y' = 2272. (9) 3x2 + 42º — 12(y —'4)? = 0. 


(d) 322 + 42? = 12y?. 


34. Discutir e representar graficamente cada um dos cilindros 


(a) 2º +y' =09. (e) 2º — 9yº = 36. 
(b) 427º + 9yº = 36. (|) z=4— 22, 

(c) y = 42. (9) 223 + yu = q23, 
(d) 16yº + 92º = 144. (1.º quadrante). 


35. Achar a equação de cada uma das superfícies resultantes da revolução 
das seguintes curvas em tôrno do eixo indicado. Designar o lugar geométrico. 


(a) 2º — 27? = 1, em tôrno do eixo dos q. 
Resp.: x? — 2yº — 22? = 1. Hiperbolóide de duas fôlhas. 
(b) x? — 22º = 1, em tôrno do eixo dos 2. 
Resp.: 2? + y' — 22? = 1. Hiperboléide de uma fôlha. 
(c) z=4-—y, em tôrno do eixo dos 2. 
Resp.: v=4—y' — 2º. Parabolóide. 
(d) 2z — y = 10, em tôrno do eixo dos z. 
Resp.: 4(x — 52 =yº + 2º. Cone. 
(e) 2? +2º = a?, em tôrno do eixo dos 2. 
Resp.: 2º +y +2º =a?. Esfera. 
(1) 2? + 42? = 16, em tôrno do eixo dos 2. 
Resp.: 22 +y' + 42º = 16. Elipsóide. 
(9) 1. 2z+43y = 6, em tôrno do eixo dos y. 
Resp.: 42º —9(y — 2)? 4 42º = 0. Cone. 
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2. Quais são as coordenadas do vértice do cone? 
Resp.: (0, 2, 0). 


3. Qual é à curva comum ao cone e ao plano y = 0? 
Resp.: xº + 2º = 9. Uma circunferência de raio 3. 


4. Quul é a interseção do cone com o plano y = 2? 
Resp.: xº + 2? = 0, uma circunferência reduzida a um ponto 
(raio nulo), que é o vértice do cone. 


5. Qual o traço do cone no plano x = 0? 
Resp.: 3(y — 2) = + 2z, duas linhas retas no plano yz, que 
se cortam no ponto (0, 2, 0), vértice do cone. 


CaríTULO 16 


OUTROS SISTEMAS DE COORDENADAS 


Coordenadas polares, cilíndricas e esféricas. No espaço, 
além das coordenadas cartesianas retangulares, três outros sistemas 
são frequentemente empregados: os de coordenadas polares, cilfn- 
dricas e esféricas. 


Coordenadas polares. Ás coor- 
denadas polares do ponto P no espaço, 
Fig. 165, são (p, a, 8, Y), onde p, raio 
vetor, designa a distância OPea,Bey 
são ângulos diretores de OP. As relações 
entre coordenadas polares e retangu- 
lares do ponto P são 


£=pcosa, y=pcosB, ez=ypcosy. 





p= vtty+o, 
Han 
B y y 


E 
CSAa=— =", Cc08,P = — = 
Pp +vrtys? 


“Pp avrty+ro 
= z 


g 
p avVrryp+ro 


cosYy = 


Pôsto que cos*a + cos? 8 + cos*y = 1, as quatro coordena- 
das não são independentes. Por exemplo, para a« = 60º e B = 45º, 
temos cos*y= | — costa — cos?B = 1 — 1 — 3 = |. Da condição 
Y < 180º deduz-se: y = 60º ou 120º. 
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Coordenadas cilíndricas. No sistema de coordenadas cilín- 
dricas, um ponto P (x, y, 2), Fig. 166, é localizado pelas coordenadas 
p, 8, z, devendo-se notar que p e O são as coordenadas polares da pro- 
jeção Q do ponto P no plano xy. Para designar essas coordenadas, 
escrevemos: (p, O, 2)*. As relações entre coordenadas cilíndricas e 
retangulares são 


L=pcos0, y=psen,0 z=ãz. 2 PY) 
p=+V2+y, 0 = arctg 
O ângulo O não sofre restrição de va- 


lor, podendo p receber valores negativos, 
como em coordenadas polares. 





Coordenadas esféricas. Seja 
P(x,y,2) um ponto qualquer do espaço 
e Q, sua projeção no plano xy. (Chamemos de p a distância OP, 
como em coordenadas polares. Designemos o ângulo ZOP por q. 


Fig. 166 


Consideremos o ângulo é como positivo e capaz de variar no 
0º < & < 180º Designemos o ângulo 
XOQ por 6. Os símbolos p, 6 e & to- 
mam o nome de coordenadas esféricas 
do ponto P e representam-se por 
P(p,0, &); pé o raio vetor, O é à longi- 
tude ep é à co-latitude de P. O ân- 
gulo 6 pode receber qualquer valor. 


Do triângulo retângulo OPQ, de- 
duzimos 





CQ = psend, QP = pcosQ. 


Do triângulo retângulo OMQ tiramos OM = OQ cos 0, 
MQ = OQ sen 60. 


emt— 


(*) A coordenada s recebe o nome de cota do ponto (N. do T.). 
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Portanto, 
z=0OM = psenqúcos0, y=MQ = psen q sen, 
2 =QP = p cos &. 


o > a EN pe Ep aa 
p=+Vv+y+2, 0 =arctg OA CE 


Nos problemas que envolvem a determinação de áreas e volumes 
pelo cálculo, o trabalho muito se simplifica com o emprêgo de Coor- 
denadas Cilíndricas ou Esféricas. As coordenadas cilíndricas mos- 
tram-se particularmente úteis quando a superfície limite é de revo- 
lução. 


PROBLEMAS RESOLVIDOS 


1. Determinar as coordenadas palares, cilíndricas e esféricas do ponto de 
coordenadas retangulares (1, — 2, 2). 





P(o, 9,8) 





Fig. 168 Fig. 169 Fig. 170 
Coordenadas Polares Coordenadas Cilíndricas Coordenadas Esféricas 


SoLução — Coordenadas Polares (Fig. 168) 
p=Vt+r+y+ro, = vVP+(-D+2=v9=3. 
3 


1 
a = nre cos . =ArC COS > = 70º 32º, B = arc cos . = ATC COS (-5) = 131º49”, 


Y = arc cos E = arc cos Ea = 48º 11”. 


Resp.: (3, 70º 32”, 131º 49”, 48º 117. 
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Coordenadas Cilíndricas (Fig. 169). 
pavtrty=vÊ+(-D= vs. 


0 = arc tg E = arctg(— 2) = 296º 34", 2 = 2. 


Resp.: (NV 5, 296º 34',2). 
Coordenadas Esféricas (Fig. 170). 


pa AFP TE = VER TO =3. 


O = arc tg — = arctg(— 2) = 296º34', & = arc cos = arc cos 2 =480 11”. 


Resp.: (3, 296º 34”, 48º 11). 


9 


4“. 


Determinar as coordenadas cartesianas ortogonais do ponto, cujas coor- 
denadas cilíndricas são (6, 120º, — 2). 


SoLUÇÃO. z=pcos6 = 6cos 120º = — 3, y=psenô = 6 sen 120º = 
=3/3, 2=-2. 


Resp: (-3,3 3, — 2). 


5. Determinar as coordenadas retangulares do ponto de coordenadas esfé- 
ricas (4, — 45º, 30º). 


SOLUÇÃO. 


Z = psenqcos0 = 4sen 30ºcos(—45º) = 2, 
y = psengsenô = 4sen 30º sen (— 45º) = — 2, 
z = pcosãp = 4cos 30º = 2 V3. 


Resp: (2, —-V2,24'8. 


4. Determinar as coordenadas retangulares 


do ponto, cujas coordenadas 
polares são (3, 120º, 120º, 135º). 
SOLUÇÃO. 
q = pcosa = 3cos 120º = — 3/2, 
y = pcos 8 = 3cos 120º = — 3/2, 


2 = pcosy = 3c08 135º= -3/2/2. 


3 Ss 
Resp.: (- 91 SNEGUCE 4a: 
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5. Determinar as coordenadas cartesianas polares e esféricas de um ponto, 
eujas coordenadas cilíndricas são (6, 120º, 4). 


SOLUÇÃO. 
Retangulares. 


z = pcosQ = 6cos 120º = —3. 
y = psenQ = Gsen 120º = 33,2 = 4, 
Resp.: (—-3,3 3, 4). 


Polares. 
p=eVtryitia VB + La 13. 


— 3 
a = arc cos = AFC COS 2/15 = 114º 35”. 
B = arc cos = AFC CO8 ve = 46º 7". 


ã 4 
= — ——— = 56º 19º. 
Y = arc cos ; ATO 006 27 


Resp.: (2/13, 114º 35', 48º 7', 56º 19). 
Esféricas. 
psVititi=V (PAIVA = 2, 


O = arc tg = = arc tg do = 120º, 


4 
À = arc cos = = arc cos 3 VT = 56º 19”. 


Resp.: (2/13, 120º, 56º 197. 


6. Passsr a equação 2º +y' +22 —-2x —-3y —-2z +42 = 0 para coorde- 
nadas cilíndricas. 


SoLução. Empreguemos as fórmulas x = pcosó, y = psenô, z = z. 


Substituindo, na equação dada, x, y e z pelos valores acima, vem 


p?cos20 + p*sen?0 +22? —-2pcos0 —-3psenô-z+2=0. 
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Simplificando, resulta 
p?— p(2cos0 +3sen0)+22º -2z4+2 =0. 


7. Passar a equação 227º + 3yº — 6z = O para coordenadas esféricas.. 


SoLução. Empreguemos as fórmulas z = psençqãcos0, y = psen q sen 6, 
2 = pcos q. 


Substituindo, temos 
2 pº?, sen*qp cos?0 +3 p'sentgpsen"0 — Gpcos q = 0. 
ou 
2psen?êpcos*0 +3psen"psen!b — Gcos q = 0. 


8. Exprimir a equação p + 6sengcos0 + 4sengpsenô — 8cos q = 0. 
em coordenadas retangulares. 


SoLuçÃão. A equação dada está expressa em coordenadas esféricas. 


Multipliquemo-la por p. Empregando os valores de x, y, 2, dados no pro- 
blema 7, obtemos 


pºP+6psengcos0+4psengpsend —-Spcosgp = 0, 
ou 
2+y+2+6r+4y-—B2=0. 


Esta é a equação de uma esfera com centro em (— 3, — 2,4) eraior = 29. 


9. Reduzir a equação 2 = p*cos20, expressa em coordenadas cilíndricas. 
a coordenadas cartesianas ortogonais. 


SoLUÇÃO. Façamos cos20 = cos?60 — sen?9. Teremos então 
z = p*(cos?0 — sen?6) = p?cos?6 — p? sen? 0. 
Como p cos O = x e psenQÔ = y, a equação pedida é 2 = 4º — y?. 
10. Transformar 2º + y' — 2? = 25 em uma equação do sistema polar. 


SoLUÇÃO. Em coordenadas polares, temos 


T=pcosa, y=pcosÊ, z=pcosy. 


Portanto, a equação se transforma em p? costa + p? cos? B — pº cos” y m 
= 25 ou p*cos*a + cos? 8 — cos? y = 25. 


Como cos'a + cos? 8 + cos?y = 1, a equação pedida é pé(1— 2co8ty) = 
= 25. 
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11. Passar a equação cos Y = pcosacos É, expressa em coordenadas po- 
lares, para o sistema cartesiano ortogonal. 


SoLução. Multipliquemos ambos os membros da equação dada por p. 
Teremos pcosy =p'cosacos 8. Como pcosy =2z, pcosy =z é 
p cos 8 =y, a equação pedida é 2 = xy. 


PROBLEMAS PROPOSTOS 


1. Determinar as coordenadas polares dos seguintes pontos: 


(a) (0,1, 1); 6) (0, —2,-2); ()(1, —2, 2); (d) (6,3, 2); 
(e) (8, — 4, 1). 
Resp.: 
(a) (N2, 909, 45º, 45º); (b) (2 4/2, 909, 135º, 135º); 
(c) (3, arc cos 1/3, arc cos (— 2/3), arc cos 2/3); 
(d) (7, arc cos 6/7, arc cos 3/7, arc cos 2/7); 
(e) (9, arc cos 8/9, arc cos (— 4/9), arc cos 1/9). 


2. Determinar as coordenadas cilíndricas dos pontos do problema 1. 
Resp.: 


— 1 
(a) (1, 90º, 1); (b) (2, 270%, — 2); (0) (V5, 27 —arctg 2 2; 
(d) (3 Vs, arc tg > 2); (e) (4 V 5, 27 — arctg2, 1). 
3. Determinar as coordenadas esféricas dos pontos do problema 1. 
Resp.: 
(a) (4/2, 90º, 45º); (b) (242, 270º, 1359); 
(c) (3, 27 — arctg 2, arc cos 2/3); (d) (7, arctg 1/2, arc cos 2/7); 
(e) (9, 27 — arc te arc cos 1/9). 


4. Determinar as coordenadas retangulares dos pontos, cujas coordenadas 
polares são: 


(a) (2, 90º, 30º, 60º); (b) (3, 60º, — 45º, 120º); 
(c) (4, 120º, 120º, 135º); (d) (3, 150º, 60º, 90º); 
(e) (2, 45º, 120º, — 609). 
Resp.: (a) (0,43, 1); (b) (3/2, 3 22, — 3/2); 


(o) (—-2, —-2,-242); 
(d) (—3V 32, 32,0); ()(N2 —1, 1). 
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5. Determinar as coordenadas ortogonais dos pontos, cujas coordenadas: 
cilíndricas são: 


(a) (6, 120º, — 2); (b) (1, 330º, — 2); (c) (4, 45º, 2); 
(d) (8, 120º, 3); (e) (6, 30º, — 3). 
Resp: (a) (-3,3/3, —2; (b(V32, — 1/2, — 2); 
(0) (2/2,242,2); (d) (—- 4,4 V3,3); 
(e) (33,3, —3). 


6. Determinar as coordenadas retangulares dos pontos, cujas coordenadas- 
esféricas são 


(a) (4, 210º, 30º); (b) (3, 120º, 240º); (c) (6, 330º, 609); 
(d) (6, 150º, 210º); (e) (2, 180º, 270º). 





Resp: (0) (- 43, —1,243) (b) (2 4-5) 


o) (5 ps :) (a) (“2, «A tyE), 


(e) (2, 0, 0). 





7. Determinar as coordenadas esféricas dos pontos, cujas coordenadas cilfn- 
dricas são: 
(a) (8, 120º, 6); (b) (4, 30º, — 3); (c) (6, 135º, 2); 
(d) (3, 150º, 4); (e) (12, — 90º, 5). 


Resp.: (a) ( 10, 120º, arc cos — ): (b) [5, 30º, arc cos ( — 2) 


(c) (2 10, 1359, o); a(s 150º, arc cos = 


5 
(e) (13 — 90º, aro cos E): 


8. Transformar as seguintes equações nas correspondentes do sistema esfé- 
rico. 
(a) 37? — 3y? = 8z; (b)z?—-y) —-2z2 =a?; (co) 3x + 5y — 23 = 6. 
Resp.: (a)3p sen? bp cos20 = 8 cos 6; 
(b) p? (sen? & cos 20 — cos! |) = a?; 
(c) p(3sengcos0 + 5sengpsend —- 2cos 4) = 6 
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9. Transformar as coordenadas retangulares das equações dadas em coor- 
denadas cilíndricas: 


(a) 52x +44 =0; (Db) 57º — 4y" +22 +34 =0; 
(co) 2 +y! —-82=0; (dr —-y+2y —-6=0; 
(e) a? +y"—z? = q? 
Resp.: (a)0 =arctg(— 5/4); (b) 5pcos!0—4p sen?0 + 
+2cos0 +3senô =0; (c)p —8cos0 = 0; 
(d) pºcos20+2psenô-6=0; (e) pP-2 = a? 


10. As superfícies dadas por suas equações estão expressas em coordenadas 
cilíndricas. Referí-las ao sistema cartesiano ortogonal e identificá-las. 


(a) p*+32º=36; (b) p= asenô; (c) pp+ 22 = 16; 
(d) 0=45; ()p'-2 =1. 
Resp.: (a) zº + y' + 32º = 36. Elipsóide de revolução. 


(b) 2 +7yº = ay. Cilindro circular reto. 
(o) 2 +y +? = 16. Esfera. 
(d) y=g. Plano. 


(e) a2+y? —2? = 1. ' Hiperbolóide de uma fôlha. 
11. Referir ao sistema polar os lugares das seguintes equações cartesianas 


(a) 2 +97 +42=0; br +y)—? = a?; 
(co) 27 +3y' +22 — 672 +27 =0; (d) 2 = 2zy. 
Resp.: (a) p(cos?a + cos” B)+4 cos y = 0 ou p (1-cos? y) + 
+ 4cosy = 0; 
(b) p?(1 —2cos?y) =a?; (c) p(2 + cos” B) —6cosa + 
+ 2 cos 8 = 0; 
(d) cosy = 2p cos q cos f. 
12. Transformar as seguintes equações, dadas em coordenadas esféricas, 
em equações de coordenadas retangulares: 
(a) p=Sacosgy; (b) 0=60º% (co) psengm=a; (d) p = 4. 
Resp: (0) try + =5az; (bd) yum 3a; 


(o) 2 +y)=0?; (d) 2 +Hy+2 = 6. 
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13. Transformar as seguintes equações polares em equações cartesianas 
retangulares: 


(a) p(cosa +cosB +cosy) =5; (b) p*(2costa — 1) = 25; 

(c) cosy = p(cos?a — cos? 8); (d) p*—-p?cos?y — 4p cosy —2 = 0. 
Resp.: (0) c+ty+2=5; (db) 2º—-yº—z = 25; 
(0) zmzxº—y; (d) 2 +y'—4 —-2=0. 


14. Instituir uma fórmula para o cálculo da distância entre dois pontos 
Pi (p1,01, di), Pa (ps, 02, 42) no sistema de coordenadas esféricas. 


Sugestão: Utilizar a fórmula da distância entre dois pontos expressa em 
coordenadas retangulares e transformá-la para coordenadas esféricas. 


Resp.: V pi + pé — 2pips [cos (03 —01) sen q; sen ba+-cos Pa cos Pa] =d. 
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